PAU Comunidad Valenciana — Matematicas Il

Julio de 2025 - Convocatoria extraordinaria de reserva

La pregunta 1 es obligatoria. En las preguntas 2, 3 y 4 se desarrollan las dos alternativas, aunque en el examen solo hay
que contestar una de cada pregunta.

Pregunta 1- Probahilidad y estadistica

La tabla clasifica a los 120 miembros por edad y preferencia. Sumamos las filas y columnas para identificar los grupos
que se usaran:

Edad | Novela Poesia Teatro Ensayo | Total
<25 17 6 7 1 31
25--60 22 17 10 3 52
> 60 8 12 11 6 37
Total 47 35 28 10 120

1.1 - Preferencia distinta del ensayo

Hay 10 personas que prefieren ensayo. El suceso contrario, «no prefiere ensayo», incluye las otras 120 — 10 = 110
personas.

110 11
P = — = — = (0.9167.
(no ensayo) 120 — 18 0.9167
Conclusioén. La probabilidad es % aproximadamente un 91.67 %.

1.2 - Tener al menos 25 aiios, sabiendo que no prefiere poesia

De las 120 personas, 35 prefieren poesia; por tanto, 120 — 35 = 85 no la prefieren. Entre las personas de 25 afos o
mas, las que no prefieren poesia son

(22+10+3)—|—(8+11+6) = 35+ 25 = 60.
Aplicamos la definicién de probabilidad condicionada:

P(edad > 25 N nopoesia) 60 12

P(edad > 25 | no poesia) = = — = — =~ 0.7059.
( > 25 | no poesia) P(no poesia) 8 17
Conclusién. La probabilidad pedida es % aproximadamente un 70.59 %.

1.3 - Como mucho 3 preferencias de teatro o ensayo entre 10 personas

En la franja de 25 a 60 afos hay 52 personas. De ellas, 10 + 3 = 13 prefieren teatro o ensayoy 52 — 13 = 39
prefieren otro tipo de obra. Al escoger 10 personas distintas de ese grupo, contamos casos sin reemplazo. Por eso el
modelo exacto es hipergeométrico.

Sea X el numero, entre las 10 personas elegidas, que prefieren teatro o ensayo. Entonces X puede tomar valores entre
0y 10, con N = 52, K = 13 casos favorables en el grupo y n = 10 personas escogidas:

X ~ Hipergeom ¢ trica(52, 13, 10).

La probabilidad de obtener exactamente k personas con esa preferencia es el nimero de formas de escoger k de las 13
favorables y 10 — k de las 39 restantes, dividido entre todas las formas de escoger 10 de 52:

()%
@

«Como mucho 3» significa X < 3, es decir, sumar los casos k =0, 1,2, 3:

P(X=k)=

3 (13) ( 39
P(X<3)= Z kg,i;o_k
k=0 (10)
@) +E)R)+E)E) +G)E)
)
12588442438 2589149
15820024220 3253810

~ 0.7957.
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Conclusion. Si se eligen 10 personas distintas de la franja, la probabilidad es aproximadamente 0.7957, un 79.57 %.

Pregunta 2 - Algebra
2.1- Matrices

2.1.1- Resolver 2AX = BX + 1

Agrupamos los términos que contienen X por la derecha:
2AX=BX+1I—2AX-BX=1I1— (2A-B)X=1.
Si2A — B es invertible, multiplicamos a la izquierda por su inversa:
X=(24A-B)™.

Calculamos primero esa matriz y su determinante:

24— B= ((1) _21) - (i 1) = (:i _12), det(24 — B) = (—1)(—2) — 1(—1) = 3 # 0.

a b
Para una matriz M = ( d)' se usa
c

1 dr—
M't=—— :
ad — be (—c a )

Sustituimos los cuatro elementos de 24 — B:
1/-2 -1 -

X == = .
3\1 -1 1 _%

2.1.2 - Encontrar cen 442 + A — 1 =0

Calculamos la potencia antes de sustituirla:

(0 )6 )G
o -3/\o -1 (I

Entonces 442 = I, y la ecuacion queda

4A2 t A - T=0<+=T+aA—-TI=0 < aA=0.

La matriz A no es nula; por ejemplo, su elemento de la primera fila y primera columna es % De esa entrada resulta
%=0
7 =0.

Conclusidn. El Unico valor es .

2.1.3 - Calcular A2

Ya hemos obtenido A% = %I. Para mostrar como se aprovecha esa potencia:

% 6 2\3 13 1
__%;) I} }1 == (}1 ) == (:2[:) IP:: EQIIZ

o)

A3:A2A=%A=(

o

Asi,

1)’ w5 O
12 6\2 __ —
A_(A)_(a)f_(o )
4096

Las potencias son escalares de I; no se trata de una matriz ciclica que vuelva a la identidad.
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2.2 - Discusion del sistema mediante Rouché-Frobhenius

Jz+y+2z=1—a,
(1+a)z+2y+z=a,
ar—y+z2z=1-—a.

La matriz de coeficientes A y la ampliada A* son

3 1 2 3 1 2 1—a
A=|14+a 2 1}|,A*=|14a 2 1 a
a -1 1 a -1 1 1—a

Hay n = 3 incdgnitas. El criterio de Rouché-Frobenius dice:
rg(A) =rg(A*) =3 = SCD,
rg(A) =rg(4*) <3 = SCI,
rg(A) # rg(4*) = SL
Determinante y caso general
Desarrollamos el determinante por la primera fila:
2 1 l14a 1 14+a 2
-1 1 a 1 a -1
=3(2+1)— ((1+a) —a) +2(—(1+a) — 2a)
=9—1-—2—6a=6(1—a).

A=detA=3‘

+2|

Sia#1, A #0,luegorg(A) = 3. Como A* tiene solo 3 filas, su rango no puede superar 3; ademas contiene a 4, asi
que rg(A*) = 3. Por tanto,

rg(A) =1g(A*) =3 =n,
y el sistema es compatible determinado (SCD).

Caso singulara = 1
Sustituimos el pardmetro en las dos matrices:

3 1 2 3 1 20
Ai=12 2 1|,A1=1|2 2 11
1 -1 1 1 -1 10

El determinante de A es cero. El menor de orden 2 formado por las dos primeras filas y columnas vale
‘3 1

=6—2=4+#0
4 2‘ 40,

por lo que rg(Al) > 2: al ser det A; = 0, su rango es exactamente 2. Para la ampliada comprobamos el menor de
orden 3 formado por las columnas 1, 2 y 4:

3 1 0
2 2 1/=34+1=4#0.
1 -1 0

Asi, rg(A’{) = 3. Como los rangos son distintos, el sistema es incompatible (Sl). No hay ninguin caso SCI.
Discusion final. Sia # 1, el sistema es SCD; sia = 1, es SI.

Solucién cuando @ # 1

Usamos la regla de Cramer. Los determinantes de las matrices que se obtienen al sustituir cada columna por los
términos independientes son
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l—-a 1 2
A,=| a 2 1| = —3a,
l1—-a -1 1
3 l1—-a 2
Ay=|14+a a 1/=-4a®>+7a-2,
a 1-a 1
3 1 1-a
A,=|1+a 2 a |=5a%—5a+4.
a -1 1—a
ComoA =6(1—a)#0:
= _—4a,2+7a—2 _5a2—5a+4
TT 810 2-2"YT " 61-a '°T 6(1-a

Pregunta 3 - Geometria

3.1- Planos perpendiculares y planos paralelos
Elplano dadoes: 2¢ — z=1; sunormal es i, = (2, 0, —1). La recta viene como interseccion de dos planos:

.- {2:c —y=0,
z=y.

Pasamos a forma paramétrica. Tomamos & = t; entonces y = 2ty z = 2t:
r:z=0+¢t y=04+2t, 2=0+2¢, tcR.
Por tanto, O = (0,0, 0) es un punto de la rectay ¥ = (1, 2, 2) es su vector director.

3.1.1- Plano perpendicular a 7t que contiene a 7
Sea o el plano buscado y 7i, su normal. Como & contiene la direccién ¥, se debe cumplir 7i, - ¥ = 0. Ademas, o L T,

asi que 74 - i = 0. Calculamos un vector que cumpla ambas condiciones con el producto vectorial:
k

—1| = (2,-5,4).

2

—

Rg =Ty X V=

= DN .
N O S

Comprobamos:
(2,-5,4)-(1,2,2) =2—-10+8=0, (2,-5,4)-(2,0,-1) =4—-4=0.

El plano pasa por Oy tiene normal (2, —5, 4), por lo que su ecuacion general es

|a:2w—5y+4z=0|.

3.1.2 - Planos paralelos a 7 a distancia 2 de P
Todo plano paralelo a 7 tiene la misma normal y se escribe en forma general

v:2z— 2+ D =0.
La distancia de P = (0, 1, 2) a este plano es
2-0-2+D|  |D-2]

AP7) = VZ+0+ (-2 VB

La distancia debe ser 2:

D —2|

=2=—|D-2|=2vV5= D=2+2v5.

Conclusidn. Los dos planos son

2z —2+2+2V5 =0 |2z — z+2—2v5=0|
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3.2 - Pertenencia, distancia y proyeccion
Sedaw: 2z 4 3y — 2 =0, junto con

A= (0,0,0), B = (10,0,—20), C = (0,15,—30), D = (1,2, -1).

3.2.1- Comprobar si ABC esta contenido en 7
Un tridngulo esta contenido en un plano si lo estan sus tres vértices. Sustituimos cada punto en 2z + 3y — z:

Punto | 2z + 3y — 2 | (Pertenece a 7?7
A 0 +0—0=0 Si
B | 2(10) 40— (—20) = 40 No
C | 0+3(15) — (—30) =75 No

Conclusiéon. Como By C no pertenecen a 1, el triangulo ABC no esta contenido en ese plano.

3.2.2- Distanciade Da 7
La distancia de (zg, Yo, 20) al plano axz + by + cz+d =0 es

_azo + by + czo + d
Vatoia

Sustituimos D = (1,2,—1)ym: 2z + 3y —2=0:

20 +3@) -l _| 9

V22 +324(-1)2 | V14

3.2.3 - Proyeccion ortogonal de D sobre el plano ABC
El plano ABC pasa por A = (0, 0, 0). Dos vectores directores son

d

d(D,n) =

A_B> = (10,0, —20), A_C’> = (0,15, —30).
Su producto vectorial es
A_B> X A_C) = (300, 300, 150) = 150(2, 2,1).
Por tanto, una normal es 7t = (2,2, 1), y la ecuacion general del plano es
oc:2x+4+2y+2=0.
La recta perpendicular a g que pasa por D tiene como direccion 7i. La escribimos en forma paramétrica:
s: =142\, y=242)\ z=-14+ A

El punto de proyeccion es la interseccion de 8 y 0. Sustituimos:
5
2(14+22) +2(24+2)0) + (=14 X) =0:5+9/\=0=>)\=—§.

Reemplazando ese valor en las tres coordenadas:

10 10 5 1 8 14
"= (1‘?2‘?"1‘5) = (_6’6’_?)'

Pregunta 4 - Analisis

z
9 — g2
4.1.1 - Dominio, asintotas y monotonia
Dominio. El denominador no puede ser cero:

4.1- Estudio de f(x) =

9-2’=0<=2"=9 < z==3.
Se excluyen esos dos valores:

Dom(f) = R\ {~3,3}.
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Derivada y puntos criticos. Aplicamos la regla del cociente:

1-(9—2%) —=z(—2z) 9+a?
(9 — z2)2 (9 —=22)2°

') =

El numerador 22 + 9 es positivo para todo real, pues z? > 0. El denominador es un cuadrado y solo se anula en
o = £3, que no pertenecen al dominio. Asi, f'(:v) > ( en todo su dominio. La ecuacion 22+ 9 = 0 no tiene
soluciones reales; no hay puntos criticos interiores. Los puntos & = +3 son huecos del dominio, no extremos.

Comprobamos el signho en cada intervalo del dominio:

Intervalo | Prueba | f'(prueba) | Signo

(—00,—3) | —4 25,49 +
(—3,3) 0 1/9 +
(3,400) 4 25,49 +

Conclusién de monotonia. La funcién crece en (—oo, —3), (—3,3) y (3, +00). No decrece en ningun intervalo de su
dominio y no tiene maximos ni minimos locales.

Asintotas verticales. Comprobamos los limites laterales:

lim = 400 lim = —00
z5—3- 9 — 2 ’ z—>—3+ 9 — 2 ’
] T
lim 5 = 100, lim 5 = —00
z—3- 9—2x z—=3+t 9 —x
Por tanto, £ = —3 y & = 3 son asintotas verticales.
Asintota horizontal. Para x — F00, dividimos numerador y denominador por z2:
. T 1l/x
im —— = / 0.

m ——— =
z—to0 9 — 2 T—+o00 9/3}2 -1
La asintota horizontal es ¥y = 0. No hay asintota oblicua porque ya existe una horizontal en ambos extremos.

4.1.2 - Representacion de la curva

La funcién corta ambos ejes en (0, 0). Ademas, f(z) >0siz < —300<z <3,y f(z) <0si-3<z <00
x > 3. La gréafica siguiente se ha construido para esta solucion; las lineas discontinuas indican las asintotas verticales.

I y
1 x=-3 x=3
1
1
1
|
1
y=0 X
__‘__
(0,0)
-3 3
4.1.3 - Todas las primitivas
Usamos la sustitucion u = 9 — z2, de modo que du = —2z dzy zdr = —%du:
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T 1 1

= —%ln|u| +C

1
= —51n|9—:132|+0.

La constante C es arbitraria; la formula vale en cada intervalo del dominio.

4.1.4 - firea entre la curva y el eje de abscisas de —1 a 1

En [—1,0], f(z) < 0; en [0,1], f(z) > 0. Por eso sumamos el area situada bajo el eje, cambiandole el signo, y el area
sobre el gje:

A=—/:f(:1:)dw+/01f(a:)da:.

La primitiva es Fi(z) = —11In(9 — ) en estos intervalos. Evaluamos cada integral con sus limites escritos junto al
corchete:
1 Nk 1 1 1.9
= — | —— —_ _ — —_—— — e —]_‘n —
Ay [ 2].11(9 a:)]_l ( 21n9+21n8) Ty
1 o 1 1.9
Ay=|--In(9-2°)| =—-In8+ -In9=_In_.
2 [2(9 a:)]o 2n8+2n9 S g

Sumamos las dos partes:

1.9 19 9
A—A1+A2—§111§+5111§— 1n§~0.1173.
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4.2 - Bote cilindrico de volumen 33 cm?®
Llamamos r > 0 al radio de la base, en centimetros, y h > 0 a la altura, también en centimetros.

4.2.1- Area total en funcién del radio y la altura
El area suma la superficie lateral y las dos tapas, mientras que el volumen debe ser 33 cm3:

S = 27rh + 27r? (cm?),
V = mr’h = 33 (cm?).

4.2.2 - Dimensiones de drea minima

Despejamos h del volumen y sustituimos en S, para expresar el area con una sola variable. Después derivamos e
igualamos a cero:

33
h=—,
wr?
33 66
S(r) = 2mr (—2) +27mr? = — +2mr?, 7 > 0,
r T
66 33
S'(r)=—— +4mr = 0= 4’ =66 <1’ = —.
T 2m
Como 1 > 0, el radio critico es rg = /33/(2m) = 1.7382 cm. Para estudiar el signo, escribimos
4mr® — 66
S'(r) = —a

El denominador es positivo. El numerador es negativo si0 < 7 < ¢ y positivo si 7 > 7g; por tanto, S decrece hasta 7
y crece después. Asi, Tg es el minimo absoluto.

Calculamos la altura sustituyendo el radio en la restriccion. De rg = 33/(27) se obtiene 27r'rg = 33, y entonces

hy = 3—32 = 2rg = 24 B ~ 3.4765 cm.
Ty 27

4.2.3 - Area minima
Como hy = 27y, el area minima es

Smin = 27rohg + 271'7‘%
= 27ro(2rg) + 27rg = 67y

33 2/3
=67r(g) ~ (56.9539 cm?|.
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