Matematicas II Junio 2021

x+ y+(a+l)z=2
Problema 1. Dado el sistema de ecuaciones < x+(a—1) y+2z=1

2x+ay+z=-1

a) Estudiadlo en funcion de los valores del parametro real a. (5 puntos)
b) Encontrad todas las soluciones del sistema cuando éste sea compatible. (5 puntos)

Solucion:
a)
1 I a+1| 2
La matriz ampliada de este sistema es: A=|1 a-1 2 i 1
2 a  I1l-I
A es una matriz 3x3, por tanto el mdximo rango de A es 3.

A’ es una matriz 3x4, por tanto el mdximo rango de A” es 3.
Empezamos estudiando el rango de A

1 1 a+l
1 a-1 2 |=a-l1+a(a-I)+4—(a+D)a-D2-2a-1=a-1+a’ +a+4-2a’-1)-2a-1=
2 a -1

=a’+2-2a°+2=4-4a°

4-a°=0 — d*=4 — a=tJ4=%2

Soluciones: a=-2y a=2

Paraa #-2y2
/A /¢0 — ran(A) = 3, y como el mdximo rango de A" es 3 — ran(A) = ran(A’) = 3 = n° incognitas,
por lo que el sistema es compatible y determinado.

Paraa=-2

1 1 -1} 2
A=l1 -3 2 i 1
2 -2 11-1
Sabemos que /A / = 0, estudiemos los rangos de A y A",
=1%0
EhA,‘] 1 :_3_12_4¢0-+rmKAﬁ2 y ran(A)>2
1 -3
En A a partir del menor de orden dos no nulo anterior  formamos:
11 2
1 -3 1|=3-4+42+12+4+1=18#0 — ran(A)=3
2 -2 -1

Por lo tanto, ran(A) # ran(A°), luego el sistema es incompatible.
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Sabemos que /A / = 0, estudiemos los rangos de A y A’

[|=1%0
EnA, | 3 — ran(A)=2 ran(A") =2
=2-3=-1+#0 Y
1 2
111
EnA, A=|1 1 1| lastresfilas soniguales y |I| =1#0 — ran(A) =1
111
En A a partir del menor de orden dos no nulo anterior  formamos:
1 3 2
1 2 I|={comoC,=C,~C,}=0 — ran(A)=2
2 1 -1

Luego, ran(A) = ran(A’) = 2 < n’incognitas, luego el sistema es compatible determinado.

Por tanto,
Si a #-2y?2, Sistema Compatible Determinado
Si a = -2, Sistema Incompatible
Si a = 2, Sistema Compatible Indeterminado

b) ;Soluciones del sistema cuando sea compatible?

Si a #-2y?2, Sistema Compatible Determinado
Lo resolvemos por Cramer,
1 I a+1} 2

|
Sabemos que la matriz ampliada de este sistema es: A=|1 a-1 20 1| vy |A| =4-a’.
|
2 a  11-1

2 1 a+l
1 a-1 2
x:_] a 1 :2(a—])+a(a+])—2+(a—])(a+1)—4a—]:2a—2+a2+a—2+a2—]—4a—]:
4-a’ 4-a’ 4-a’
_2a’-a-6 _(a-2)2a+3) —(2a+3)
 4-a> —(@-2)0a+2)  a+2
2 -1 -6
Factorizando el numerador, 2 4 6 — 2d°—a-6=(a-2)2a+3)
2 3 o

y el denominador, 4—a’ = —(a2 - 4)= —(a-2)a+2)
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1 2 a+l

1 1 2
_2 -1 1 _A—(a+D+8-2(a+1)+2-2 9-3(a+I) 9-3a-3 6-3a 3(2-a) 3a-2)
YT TLd B 4-a’ C 4-a*  4-d°  4-da*  4-d°  dP-4
. 3a-2) 3

S (@-2)(a+2) a+2

1 2 a+l

1 1 2
Z=2 -1 1 :—a+1+2a+2—4(a—])—a+1:4—4a+4:8—4a:4a—8: 4(a-2) _ 4

4-a’ 4-a’ 4-a’ 4-a’° da’—-4 (a-2)a+2) a+2

{La simplificacion efectuada en el cdlculo de x, y, 7 se puede realizar porque a #2 — a—2 #0}

Si 2y 2, lasolucio x——(Za 5) ——3 =
F B : = N = 5 = .
1 a y a solucion es 40 y P 00

Si a = 2, Sistema Compatible Indeterminado

Del estudio realizado en el apartado a),

el menor no nulo de orden 2 calculado nos indica las
ecuaciones e incognitas principales; en este caso 1y 2“ ecuaciones e y, 7 como incognitas.

. y+3z=2-x / 3
El sistema a resolver es: y »_
y+z=1—-x ! 1
2—x 3
I—-x 2| 4-2x-343x I1+x
y: = = :—]—x
-1 -1 -1
l 2—x
I 1-x| [1-x-2+x -1
= = =—=]1
-1 -1 -1
x=A
Solucion: =—1-A AeR
z=1
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Matematicas II Junio 2021

Problema 2. Sea dan los planos 7;: x + y+z=a-1, m:2x+y+az=ay m:x+ay+z=1.
a) Determinad la posicion relativa de los tres planos en funcion del parametro a. (4 puntos)
b) Para a = 1, calculad, si existe, la recta de corte entre los planos 7; y 7. (3 puntos)
c) Para a =2, calculad, si existe, la recta de corte entre los planos 7; y . (3 puntos)

Solucion:
a) Estudiemos el sistema formado por las ecuaciones de los tres planos.
1 1 1la-1
|
La matriz ampliada de este sistema es: A=|2 1 a| a
|
I a 1! 1

A es una matriz 3x3, por tanto el mdximo rango de A es 3.
A’ es una matriz 3x4, por tanto el mdximo rango de A” es 3.
Empezamos estudiando el rango de A

1 1 1
2 1 a=I1+2a+a-1-d°-2=-a*+3a-2
1 a 1
Resolvemos la ecuacion: —a* +3a—-2=20
-1 3 -2
1 -1 2
-1 2|0 Soluciones: a=1y a=2
2| 2
110

Si a#ly2 — elsistema es compatible y determinado, por lo que los tres planos se cortan en un punto.

Sia=1,
11110
A=2 11 i 1
11101
Sabemos que /A / = 0, estudiemos los rangos de A y A’
=1%0
EnA, ; 522_1217&0 —ran(A)=2 y ran(A")=2
En A a partir del menor de orden dos no nulo anterior  formamos:
1 1 0
2 1 I=1+1-1-2=-1#0 — ran(A)=3
1 1 1

Por lo tanto, ran(A) # ran(A°), luego el sistema es incompatible; por tanto los tres planos no se cortan
en un elemento comiin.

Como mi: x+y+2z=0 y m:x+y+ z =1, estos planos son paralelos {coeficientes de
incognitas iguales y términos independientes distintos}. El menor de orden 2 no nulo de A nos
indica que T, cortaa 7 y 7.

Sia=2,
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11 1)1
|
A=|2 1 212

12 111

Sabemos que /A / = 0, estudiemos los rangos de A y A",

=1%0
EnA, |I ]:2_]:]7&0 —>ran(A=2 y ran(A)=2

2 1
En A5 a partir del menor de orden dos no nulo anterior formamos:
1 1 1
2 1 2/={C,=C,}=0 — ran(A)=2
1 2 1
Por lo tanto, ran(A) = ran(A°) = 2, luego el sistema es compatible indeterminado (resolvemos dos

incognitas en funcion de otra); por tanto los tres planos se cortan en una recta.

Resumiendo,
Si a #1y 2, los tres planos se cortan en un punto.
Si a =2, los tres planos se cortan en una recta
Si a = 1, los tres planos no se cortan en un elemento comiin. 7y y 7; son paralelosy m corta a
ambos.

b)Si a=1, jcorteentre 7wy m3?
T x+y+z=0y m x+y+z=1.
Como los coeficientes de x, y, 7 son iguales y los términos independientes distintos, los dos planos son
paralelos.

Luego, sia =1 no hay recta de corte entre m y 7.

c)Si a=2, jcorteentre m'y 7?
T x+y+z=1y m 2x+y+2z=2.
x+y+z=1

=—1#0 {calculado en apartado a) }

El sistema a resolver es: { y

2x+y+2z=2 2 1
Por tanto el sistema tiene solucion. El sistema a resolver es:

x+y=1-z
2x+y=2-2z2
1-z 1
2-2z 1 1-7z-2+427 -1+
x: = = :]—
-1 -1 -1
1 1-z
2 2-2z71 2-2z-2+42z O
y= = :—:0
-1 -1 -1
x=1-1
Solucion: <y=0 AeR
Z:
x=1-4
Por tanto, sia =2 los planos 7 y 7 se cortan en la recta: \Y =0 Ae R
z=A4
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Matematicas II Junio 2021

x —
Problema 3. Consideremos la funcién f(x) =———— . Obtened:
X (x + 2)
a) El dominio y las asintotas de la funcion. (2 puntos)
b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x). (4 puntos)

c) Laintegral J f(x)dx. (4 puntos)

Solucion:
x—1
a X)=———
) f®) X (x +2 )
Dom f(x),
x=0
x(x+2)=0 — Dom f(x)=R-1-2,0
( ) <x+2=0—>x=—2 J@) { }
Asintotas,
verticales,
,ox—1 -3 } .
Lim =—— =00 — x=-2es asintota vertical.
-2 x (o + 2) 0
, x—1 -1 ) .
Lim =— =00 — x=0es asintota vertical.
=0 x(x+2) 0
horizontales,

—  y =0 es la asintota horizontal.

1z
Lim—=L — Lim j‘_l (=) e m = mL=Log
ot x (x4+2)  wore x4 2x (oo oo

oblicua, como la funcion es un cociente de dos polinomios al tener a. horizontal no tiene a. oblicua.

Por lo tanto, Dom f(x)=%R—{-2,0}, las asintotas verticales son x =-2 y x =0 y la asintota
horizontal es y = 0.

b) ;Monotonia de f(x)?
Para estudiar la monotonia de esta funcion, usaremos la siguiente expresion de ella:
Flx) = x—1 = 9 x—1 _ x—1
x(x+2) x(x+2) x*+2x
Debemos estudiar el signo de y” en su dominio.

LI H2x)-(=1)(2x+2) X +2x—(2x7+2x-2x-2) X +2x-2X+2 —x+2x+2
- (x2 + ZX)Z - (xz +2x)2 - (xz +2x)2 - (x2 +2x)2
Como el denominador estd elevado al cuadrado serd positivo, luego el signo de y” sélo depende del

numerador. Obtengamos las raices del numerador:

2 —7_ ~ ()
_2+./2 —4.(—]).2:—Zi\/ﬁz—ZiZ\E:Ii\/}:<x]—] V3 =~-07321

2-(=D -2 -2 x,=1+~/3=27321

—xX*+2x+2=0 — «x=

Como — x>+ 2 x + 2 es un polinomio de segundo grado con las raices obtenidas y coeficiente de x°

negativo, su signo grdficamente es:

/\NK
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Afiadiendo los valores que no son del dominio de f(x):

I

|
=+
D
+

o —
A

—2 13 1%

Por tanto, f(x) es creciente en (I —4/3, O)U (0, 1++/3 ) y
decreciente en (—oo,—2)U (— 2,1 —\/§)u (] +4/3,+ oo)

°

x—1
C) Imdx

Es una integral racional,
x—1 A B A(x+2)+Bx
=—+4 =
x(x+2) x x+2 x(x+2)

x—I1=A(x+2)+Bx
x=—2—> -2-1=A-2+2)+B(-2) » -3=-2B — BZ%

x=0—> 0-1=A0+2+B-0 —> —1=24 — A=_7]

de=| / de j/de+j/2dx—

Entonces,

J- x+2

=_—]Ln|x|+£Ln|x+2|+ C
2 2

Solucion: J.x(xx;-l—JZ) dx = %]Ln‘x‘ + ng’l‘x + 2‘ +C
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Matematicas II Junio 2021

-1 2 m
Problema 4. Dadalamatriz A=| 0 m 0 , se pide:
2 1 mi+l

a) Obtened el rango de la matriz en funcién del pardmetro m. (4 puntos)
b) Explicad cuando la matriz A es invertible. (2 puntos)
¢) Resolved la ecuacion X A = I donde [ es la matriz identidad en el caso m = 1.

(4 puntos)
Solucion:
a) ;ran(A) en funcion de m?
Estudiemos [A/,
-1 2 m
|A| =10 m 0 =—m(m2 +1)—2m2 =-m’ —m=-m'—2m’—m =—m(m2 +2m+1)=
2 1 m'+1

=—m(m+1)
-m=0 — m=0

—m(m+])2 =0<

(m+1Y=0 - m+I1=0 — m=-1

Por tanto,
Sim#—-1y0 — /A/#0 — ran(A) =3

Sim=-1,
-1 2 -1 sabemos que|A| =0
A= 0 -1 0 -1 2
como =1#0 — ran(A)=2
2 1 2 -
Sim =0,
-1 2 0 sabemos que‘A‘ =0
A= 0 0 0 -1 2
como =—]—-4=-5+#0 — ran(A)=2
2 1 1 1
Finalmente,

Si m#z-1y0, ran(A) =3
Sim=—-1 0o m=0,ran(A) =2

b) La matriz A, una matriz cuadrada, serd invertible cuando su determinante sea distinto de 0.
Luego, A es invertible para m# —1y 0
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c) Para m = 1, resolved XA = 1.
Sim=1 {m#—-1y0}, portanto A es invertible.

Conociendo A'I, la solucion de la ecuacion XA =1 serd:
Partimos de la ecuacion a resolver: XA =1
Multiplicamos por A" por la derecha: XAA' =1 A’
Como AA” =1 queda: X=A"

-1 2 1
Sim=1, A= 0 1 0
2 1 2

Sabemos que |A|:—m (m+])2 - |A|m:1 = l—m(m+])2L:1 =-—] (]+])2 =—4

Calculemos A'I,

10 ‘1 0‘ ‘1 0‘
12 1 DA 2y g 2oy (2 0 -2 2 -3 -]
menores | (2] —] ] -] 2 adjuntos traspuesta
A=l 0 I 0| — =3 -4 -5| > 1|-3 =4 5| = |0 -4 0
2 1 2 242 242 1 1 0 1 1 0 1 2 5 1
2 1 -1 1 -1 2 B B - - h B
1 0 |0 o |0 1
3 _ -1 3 1
S(2 3 ¥ 34
Finalmente, A'=—| 0 -4 0 |=| 0 0

4
1
i s - [/
YV
Solucion: X =| 0 1 0

/a7
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Problema 5. Dados el punto P(1,2,3)yelplano m:3x+2y+2z+4=0, se pide:
a) Calculad la distancia del punto P al plano 7. (2 puntos)
b) Calculad el punto P~ que es el simétrico del punto P respecto del plano 7. (5 puntos)
c) Laecuacion del plano 7” que pasa por P yes paraleloa 7z (3 puntos)

Solucion:
a) Jd(P, )?
3-1+2-2+3+4
d(P,]Z')=| +2-2+ +|:14:,—]4

V3+22+r N4

Solucion: d(P,7)=+/14 ul.

b) ;P°?/ P’ es el simétrico de P respecto de Tt
1°) Recta, r, que pasa por P y es perpendicular a 7.
punto P(1,2,3)
De la recta r conocemos: N
v.director,r LT —v =n, (3,2,])
x=1+4+31
Las ecuaciones paramétricas der, r:{y=2+24 AdeR

z7=3+A1

2°) Punto de corte entre r y 1w (M).
Sustituyendo los valores de x, y, z de la recta en la ecuacion del plano:
3(1+3A)+2(2+2A)+3+A+4=0
349A4+4+4A+3+A+4=0
- 14

4A+14=0 - HA=-14 > A=—"=-I

x=1+3(-1)=-2
Sustituyendo este valor en la ecuacion de la recta: |y =24 2(—])=0

7=3-1=2
Entonces M(-2,0,2).

3°) El cdlculo de P~ podemos realizarlo de dos formas.
+ P

a) P’ serd tal que =M

P+P =2M - P=2M-P=2(-2,0,2)-(1,2,3)=(-4,0,4)-(1,2,3)=
(_5:_2;1)

b);0er?/ dQ,7)=A14

BU+30)+2Q2+24) + 3+ A+4|
d(Q,7)=A+14 =14
(Q.7)=+14 — T J

BUA3D)+22+2D)+3+A+4|=14; B+9A+4+4A+3+A+4|=14
142 +14=14; 141=0, A=0; 0(123)=P
142 +14=—14; 144=-28; A=-2; Q(-5-2,1)

P/

142+ 14|=14; <

Solucion: P(-5,-2,1).
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c);m?/Pen’y m/Tw
Comon//w = w:3x+2y+z+D=0
ComoPen —-3(-5)+2(-2)+1+D=0
-15-4+1+D=0;, -18+D=0; D=18

Solucion, n:3x+2y+z+18=0
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Matematicas II Julio 2020

Problema 6. Un espejo plano, cuadrado, de 80 cm de lado, se ha roto por una esquina
siguiendo una linea recta. El trozo desprendido tiene forma de tridngulo rectangulo de catetos
32 cm y 40 cm respectivamente. En el espejo roto recortamos una pieza rectingulo R, uno de
cuyos vértices es el punto (x, y) (véase la figura).

a) Hallad el 4rea de la pieza rectangular obtenida como funcién de x, cuando 0 < x <32.

(4 puntos)
b) Calculad las dimensiones que tendrd R para que su drea sea maxima. (4 puntos)
¢) Calculad el valor de dicha drea maxima. (2 puntos)

w0

N Ea
Vi
WV

|
\
A

4\\ YN
N

Wl \f7
W) W

Solucion:
La representacion grdfica del problema es:
WL (x,80) D (80,80)
G
70
60
50
A
40
30
20
(x,y)
\ F(80,y)
10 B
\, :
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

a) Area del rectdngulo R de vértices PFDG
Ellado PF mide (80 —x )cm, ellado PG mide ( 80—y ) cm. El drea del rectdngulo R quedaria en

funcion de x e y. Para expresar el drea de R en funcion de x, consideramos que el punto P (x,y ) € AB.

Calculamos la ecuacion de la recta que pasa por A y B para expresar y en funcion de x.
{A = (0,40) {Punto (0,40)
—r

B=(32,0) v.director (32,—40) = (4,-5)
luego r: x;O =y_—:0—>—5x:4y—]60—> 4y =-5x+160 —> y:w=§x+40

El drea de rectdngulo R serd:

AR:(80—x)(80—y):(80—x)(40+£x) 5
4 Solucion: A = (80 - x) (40 +ij cm’ 0<x<32

80—y:80—[_75x+40):80+§x—40:40+§x
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b) Valor de x /Ag es mdxima.
AR=(80—x)(40+%xj 0<x<32

A, =— 40+2x +(80—x)£=—40—ix+]00—£x:60—£x
4 4 4 4 2

60—§x:0; 120-5x=0; 120=5x; x:%:24e(0,32)

, 5

Al =-=

o2

Para x =24, A, :_§<0 —  en x =24 A, tiene un mdximo relativo

Estudiemos el signo de Ar” a la izquierda y derecha de 24.

Como AR~ es una recta de pendiente negativa cuya raiz es 24: | ! |
2:1\

0 32

Luego en x =24 Ag tiene un mdximo relativo que es el absoluto en [ 0, 32 | ya que a la izquierda de 24
Ag es creciente y ala derecha es decreciente.

Las dimensiones de R son:

80-x=80-24=56 'y 40+%x=40+§'24=:70

Solucion: las dimensiones que tendra R para que su drea sea mdxima son 56 cm x 70 cm.

c) El drea mdxima serd, Ag = 56 . 70 =3920

Solucion: el drea mdxima del rectdngulo R mide 3920 cn’.

(Este ejercicio es similar al B3 de Junio de 2014)
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