PAU Madrid - Matematicas Il

Convocatoria extraordinaria de 2026 - Coincidencias

Se desarrollan todas las alternativas del examen. En la prueba basta con contestar a las opciones que se
elijan.

Pregunta 1 - Probabilidad condicionada
Definimos I: «la persona estd infectada» y S: «presenta sintomas». Los datos son
P(I) =040, P(S|I)=095  P(S|I¢ =0,005.

Por tanto, P(I¢) = 0,60. Para invertir la condicion del primer apartado usaremos Bayes; el denominador se
obtiene sumando los casos infectados y no infectados que producen sintomas.

a) Probabilidad de infeccion sabiendo que hay sintomas

P(I|S) = Pg(g)s)
_ POP(S | 1)
~ P(P(S| 1)+ P(I9)P(S | I°)
0,40-0,95 0,38 380

0.40-0.95 + 0,600,005 _ 0383 _ 383 = 0%

Conclusién. La probabilidad de que la persona esté infectada es aproximadamente 99,22 %.

b) Al menos una persona infectada entre dos con sintomas
La probabilidad de que una persona no esté infectada, sabiendo que tiene sintomas, es

0,600,005 3

P(I°|S) = —e
(°15) 0,383 383

Si elegimos dos personas independientemente, la probabilidad de que ninguna esté infectada es el producto
de esas probabilidades. Usamos el suceso complementario para obtener «al menos unax»:

2
14
3 ) _ 146680 ~ 0,99994.

P(al menos una infectada | ambas con sintomas) =1 — (383 = 116689

Conclusion. La probabilidad de que al menos una esté infectada es aproximadamente 99,994 %.
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Pregunta 2 - Estudio de una potencia e integral

La potencia se mide en kilovatios y depende de la hora t. En los tramos primero y ultimo vale 0; entre las horas
8y20es

P(t) =3+ 3sin (g(t - 12)) .
a) Intervalos de crecimiento y decrecimiento; potencia maxima
En el tramo sinusoidal, el signo de la derivada indica si la potencia crece o decrece:
P'(t) = 2" cos (f(t - 12))
-8 8 '

Para 8 < t < 20, el angulo del coseno varia de —w/2 a w. El coseno es positivo hasta que ese angulo alcanza
7/2, 10 que ocurre en t = 16; después es negativo. Asi, P crece entre las horas 8 y 16 y decrece entre las
horas 16 y 20. En los otros tramos indicados se mantiene en cero. En ¢ = 16,

P(16) = 3 + 3sin(w/2) = 6.

En ¢ = 20 el tramo sinusoidal da P(20) = 3, y para t > 20 la expresién pasa a cero, por lo que hay un salto
al terminar ese tramo. El enunciado no asigna valor a P(24); este detalle no afecta a la monotonia en los
intervalos abiertos ni al célculo de la energia. Conclusién. La potencia maxima es 6kW y se alcanza a las
16:00.

b) Energia producida durante el dia

La energia es la integral de la potencia respecto del tiempo. Como la potencia solo es distinta de cero entre
las horas 8 y 20, integramos en ese intervalo:

E/024P(t)dt/:0 {3+3sin (g(t—m))}dt
= [31&— %cos (g(t—u))ro

=36+ H kWh.
0

8

El valor asignado a un unico extremo no cambia una integral definida. Conclusién. La energia producida es
24

36 + — kWh.
™
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Pregunta 3 - Matrices triangulares superiores

a b

Los elementos de S tienen la forma
0 a-+bd

>,con a,beR.

a) Estabilidad de S por el producto

Tomamos dos matrices cualesquiera de S:
a b c d
]V[_(O a+b>’ N_<0 c+d)'

ac ad+b(c+d)
0 (a+b)(c+d)> ’

La suma de las entradas superior izquierda y superior derecha es

Al multiplicarlas,
MN = (

ac+ad+b(c+d) = (a+b)(c+d),

que coincide con la entrada inferior derecha. Por tanto, el producto vuelve a tener la forma que define S.
Conclusion. Si M, N € S, entonces MN ¢ S.

b1) Invertibilidad y pertenencia de la inversaa .S

a b

Para M = (0 atb

), el determinante es el producto de la diagonal:

detM = a(a+b).

La matriz es invertible si y solo si ambos factores son distintos de cero. En ese caso, la inversa de una matriz
triangular es

1 b
M-1—|a a(al—|— b)
0
a+b
La suma de sus dos entradas superiores es
1 b a+b—>b 1

a ala+bd) ala+d) a+b’

igual a la entrada inferior derecha. Asi, la inversa también cumple la condicién que define S. Conclusién. M
es invertible exactamente cuando a #0Yy a + b # 0; en ese caso, M~ ! € S.

b2) Matrices idempotentes de S

Una matriz es idempotente si M? = M. Calculamos la potencia y comparamos entradas:
M2 — a®> 2ab+ b? _(a b
0 (a+b)? 0 a+b)’
Las entradas diagonales exigen a®> = a y (a +b)?> = a + b, de modo que a € {0,1} y a + b € {0,1}. La entrada
superior derecha exige b(2a + b — 1) = 0. Combinando las condiciones obtenemos las cuatro parejas (a, b):

(0,0), (0,1), (1,-1), (1,0).

. 7 . . 0 0 0 1 1 -1 1 0
Conclusion. Las matrices idempotentes son (0 0), (0 1), <0 0 > y (0 1).

Academia de Matematicas, Fisica y Quimica - Clases individuales y grupales - Preparacion Selectividad, PCE y +25 https://tuprofealrescate.com



Pregunta 4 - Geometria en el espacio

4.1 a) Posicion relativa de la recta y el plano

La recta se escribe en forma paramétrica como

=1+t
r:ey=1+t, teR.
z=1+1,

Por ello, tiene vector director v = (1,1,1) y pasa por P = (1,1,1). El plano 7 :  + y + z = 0 tiene vector normal
= (1,1,1). Como
T-i=1+1+1=3#0,

v = 7, de modo que la recta es perpendicular al plano y, en particular, lo corta en un punto. Sustituimos la
parametrizacion de la recta en la ecuacion del plano:

A+t)+(1A+t)+(1+t)=0 = 3(1+t)=0 = t=-1.
El punto de interseccion es (0,0, 0). Conclusién. La recta es secante al plano y lo corta en el origen (0,0, 0).

4.1b) Puntos a distancia /3 del plano

Un punto de la recta corresponde al parametro ¢. Aplicamos la férmula de distancia de un punto (zq, yo, 20) al
plano z +y+ 2z =0:
d= |z0 + Yo + 20|

V12 F12 + 12°
En la recta, la suma de coordenadas es 3(1 + t). Imponemos la distancia indicada:
3(1+1¢
BOAO 5 — 1+t=1 = t=00t=-2.

V3

Sustituyendo esos parametros en la recta:
t=0=(1,1,1), t=-2=(-1,-1,-1).
Conclusion. Los puntos buscados son (1,1,1) y (=1, —1,—1).

4.2 a) Dos planos perpendiculares que contienen a »

La recta se escribe en forma parameétrica como

=t,
ri:qyy=1, teR.

z =1,

Tiene vector director 7 = (1,0, 1) y pasa por P, = (0, 1,0). Para obtener el primer plano que contiene a r y pasa
por @ = (0,0, 1), calculamos un vector normal mediante el producto vectorial de vy m =(0,—-1,1):

i ]k
iy = U X Poéjz 1 0 1/=(1,-1,-1).
0 -1 1
El plano por P, con esa normal es m; : « —y — z + 1 = 0; al sustituir @ se comprueba que también pasa por él.
Buscamos el segundo plano con normal perpendicular tanto a # (para que contenga a r) como a 7, (para que
sea perpendicular a 7;). Podemos tomar

ﬁgZﬁXﬁ1:(1,2,—1)7 ﬁ1ﬁ2=1—2—|—120

El plano por P, con normal i €s my :  + 2y — 2z — 2 = 0. Ambos contienen a r, y sus hormales perpendiculares
garantizan que los planos forman 90°. Conclusién. Una pareja de planos que cumple las condiciones es 7 :
r—y—2+1=0ym:2+2y—2—-2=0.

4.2 b) Rectas de esos planos disjuntas de »

En cada plano, una recta distinta de r 0 bien la corta, o bien es paralela a ella, porque dos rectas coplanarias
que no se cortan son paralelas. Si una recta contenida en cualquiera de 7; 0 7 no tiene puntos en comun con
r, necesariamente es paralela a r. Por tanto, todas las rectas con esa propiedad tienen vectores directores
proporcionales al de r. Conclusion. Todas esas rectas son paralelas entre si, pues todas son paralelas a r.
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Pregunta 5 - Asintotas e integral

5.1 a) Asintota vertical en = = 2 y restantes asintotas

Para que el denominador se anule en x = 2 debe ser3-2 —a = 0, luego a = 6. El numerador en ese punto vale
22 — 1 =3 #0, asi que no se cancela el factor del denominador. Los limites laterales son

lim w1 m 21 +
= —0 = X0
z—2- 37— 6 ’ z—2+ 37 — 6 ’
por lo que = = 2 es una asintota vertical.
Para las horizontales, estudiamos los limites en ambos extremos:
| |
lim = 400, qquad lim = —00.

z—+o0 3r — 6 z——o00 3 — 6

No hay asintota horizontal. Para la oblicua calculamos primero la pendiente m y después la ordenada n:

m= lim @:%7 n— lim (f(x)—f)zz.

z—+oo r—Foo 3 3

También se ve al dividir:
2 -1 T 2 1

3r—6 3 3+x—2'

<l . . . 2 .
Conclusion. Para a = 6, las asintotas son la vertical x = 2 y la oblicua y = g < 5; no hay horizontal.

5.1h) Valores de « sin asintotas verticales

El denominador se anula en = = a/3. Para que no haya asintota vertical, el numerador tambien debe anularse

en ese punto:

2
(%) -1=0 — a2:9 — a=30a=-3.

En esos casos se cancela un factor comun y queda una discontinuidad evitable: para a = 3, f(z) = (z +1)/3
siz # 1; paraa = -3, f(z) = (x —1)/3 si  # —1. El limite en cada punto es finito, asi que no aparece una
asintota vertical. Conclusién. Los valores sona =3y a = —3.

5.2 Integral de = f (x)

Usamos el cambio v = 22 — 1, para el que du = 2z dz. Los limites pasan de x = 0,2 a v = —1,3. Como aparece
|u|, separamos la integral en v = 0:

_ % (/01 sin(—mu) du + /0‘3 sin(ru) du> .

/O Sin(—ru) du = 2, /03 sin(ru) du — {COS(”)} — %

—1 ™

2 13
/ zsin(r|a® — 1]) dz = 5/ sin(m|ul) du
0 1

Cada integral vale 2/

;. . 2
Conclusion. El valor de la integral es —.
s
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