PAU Comunidad Valenciana — Matematicas Il

Junio de 2018 - Convocatoria ordinaria

Se desarrollan las dos opciones. En las rectas del espacio se emplea forma paramétrica y los planos
se expresan en forma general.

Opcion A

A.1. Sistema con parametro
El sistema es

y—z=1-—a,
—r+z=0,
—ar+y—z=

Escribimos la matriz de coeficientes A, la matriz ampliada A* y la matriz de términos
independientes:

0O 1 -1 0 1 —-1|1—a
A=|-1 0 1 |,A*=]-1 0 1 5
-a 1 -1 —-a 1 -1 1

a) Valores de g para los que el sistema es compatible determinado. Por Rouché-Frobenius, el
sistema es compatible determinado (SCD) cuando rg(A) = rg(A*) = 3, el nimero de incognitas.
Calculamos primero:

-1 1 -1
detA= -1 — 0
—a -1 —a 1
=—(14a)+1
= —a.

Sia # 0, entonces det A = —a # 0y rg(A) = 3. Como A* tiene tres filas y contiene A, también
rg(A*) = 3. Por tanto,

a0 — SCD.

Sia = 0, el determinante se anula y estudiamos los rangos mediante menores. La primera y la
tercera fila de A, y también las correspondientes filas de A*, coinciden. El menor formado por las

dos primeras filas y las columnas de &, y vale
0 1
=1+#0.
‘—1 0‘ 7

Asi, rg(A) = 2. En A* la tercera fila repite la primera y el mismo menor no nulo garantiza rango al
menos 2; por ello, rg(A*) = 2. Aplicando Rouché-Frobenius:

rg(A) =rg(A*) =2 <3 = SCL

En conclusidn, el sistema es compatible determinado exactamente para

a € R\ {0}.

b) Solucién paraa = 3. Como 3 # 0, el sistema es SCD. Restamos la primera ecuacion de la
tercera:

—3z=3 — z=-1
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Con —x + 2 =05, resultaz=4;luegoy —2=1—3 = —2day = 2. Por tanto,

(:IZ, Y, Z) = (_1a 2a 4)

c) Soluciones para el valor de a que hace al sistema compatible indeterminado. El Unico caso SCI
esa = 0. La primera y la tercera ecuaciones coinciden. Tomamos z = t, cont € R. De
—x+z=5,z=t—5,dey—z=1y=t+ 1 Asi

(z,y,2) = (t —5,t+1,t), t € R.

A.2. Triangulo en el espacio
A=(-1,2,)), B=(2,3,5), C = (3,5,3).
a) Valor de \ para que AC sea la hipotenusa. Si AC es la hipotenusa, el angulo recto esta en B.

Por tanto, ABy BC son perpendiculares y su producto escalar debe ser cero:

—
AB=B—A=(3,1,5—)\),

—
BC=C-B=(1,2,-2),

— —
AB-BC=3-1+1-2+(5-))(-2)
=2A-5=0.
Despejamos:
5
2\ =5 = A=§.

b) Area del triangulo para A = 6. El drea de un triangulo en el espacio es la mitad del médulo del
producto vectorial de dos lados con el mismo origen:

1l— —
ae i3]

Cuando A =6, A =(—1,2,6),y

— —
AB = (3,1,-1), AC = (4,3, -3).

Calculamos el producto vectorial:
ﬂa’) X A_C> = (1(-3) — (-1)3, (-1)4—3(-3), 3-3—1-4)
= (0,5,5).
Su médulo es v/02 + 52 + 52 = 54/2. Por tanto,

c) Plano que contiene al triangulo para A = 6. Un vector normal al plano es (0, 5, 5), que podemos
simplificar a 7» = (0, 1, 1). La ecuacién de un plano con normal (4, B, C)) que pasa por Py es
A(z — z9) + B(y — yo) + C(z — z9) = 0. Usamos A = (—1, 2, 6):

Olz+1)+(y—2)+(2—6)=0 = |7: y+2—8=0.
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A.3. Funcion racional

11
—z  z(z—1)

f(:l)) = 72

a) Dominio y asintotas. El dominio excluye los valores que anulan el denominador:

z(x—1)=0 = =00z =1

Por tanto,
Dy =R\ {0,1}.
Comprobamos las asintotas verticales con los limites laterales:
lim f(z) = +o0, lim f(z) = —o0,
z—0~ z—0*
lim f(z) = —o0, lim f(z) = 4o0.
z—1- z—1+

Asi, x = 0 y & = 1 son asintotas verticales. Para x — 00,

1
lim
r—+o00 m2 — 2

=0,

de modo que ¥ = 0 es asintota horizontal. Comprobamos también si hay oblicua: su pendiente seria
m = lim, .1+ f(z)/x =0, y la ordenada seria b = limy_,1 oo (f(z) — mz) = 0. La recta
obtenida vuelve a ser y = (, ya identificada como horizontal; no existe asintota oblicua.

b) Crecimiento, decrecimiento y extremos. Aplicamos la regla del cociente:

£(z) 0-(z2—2z)—1-(2z—1) 1—2z

T) = = .
(@~ 2’ CREL

En el dominio, el denominador al cuadrado es estrictamente positivo. El unico punto critico se
obtiene igualando a cero el numerador:

1
1-22=0 = w=§.

Estudiamos el signo en todos los intervalos del dominio, separados también por los puntos excluidos
Oy1l:

Intervalo | Valor de prueba | Signo de f’ en la prueba | Comportamiento
(—00,0) -1 fl(-1)=3/4>0 Creciente
(0,1/2) 1/4 f'(1/4) =128/9 > 0 Creciente
(1/2,1) 3/4 f'(3/4) =-128/9 <0 Decreciente
(1,+00) 2 f'(2)=-3/4<0 Decreciente

Por tanto, f crece en (—00,0)y (0,1/2),y decreceen (1/2,1)y (1,+00). Enx = 1/2 el signo
cambia de 4+ a —, asi que hay un maximo relativo:

1 1 1
f(E) = = —4, (5, —4) es un maximo relativo.

1_ 1
42

Los puntos = 0y £ = 1 no pertenecen al dominio; son asintotas verticales, no extremos.
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c) Area entre la curva,elefezyx =2, r =3

En[2,3], z > 1, porlo que z(z — 1) > 0y f(x) > 0. El area coincide con la integral de f.
Descomponemos en fracciones simples:

1 A B
———=—+4+—— = 1=A(z - 1) + Bz.
zz—-1) = z-1
Altomarz =0, A = —1; altomarz = 1, B = 1. Entonces
111
22—z z xz-—1

Desarrollamos la integral indefinida, incluyendo la constante:

1 1
/ 2da: =/( )dw=—1n|a:|+1n|a:—1|+C.
T4 —x T z—1

Evaluamos entre 2 y 3 con la primitiva y escribimos ambos extremos:

A= / a:z—a:

—In|z| +In|z — 1[373
— (—1n3+1n2) — (—1n2—|—1n1)

4
= ln(g) u?.

area [2,3]

Opcion B

B.1. Relaciones entre potencias de una matriz
A%+ 24 =3I.
a) Valores de a, b paraque A~! = aA + bl. Factorizamos:

A—|—2I) _7

A(A+2I)=3] = A( 3

Como A es cuadrada, si tiene inversa por la derecha es invertible. Ademas, A conmuta con A + 21,
asi que la misma expresién también es inversa por la izquierda. Por tanto,
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A—l

A+2I 1. 2 1 2
= :—A —I = — - —.
3 gAt3hle=3,0=3

b) Valores de a, Bpara que A* = aA + BI. Despejamos A2 y calculamos las potencias
intermedias necesarias:

A? =3I —2A.
Ad=A. A%

= A(3I — 24)

=34 - 24°

=34 —2(3] — 24)

=TA—6I.
A*=A.A3

= A(7TA — 61I)

=TA* - 64

=T7(3I —24) — 64

= 211 — 20A.

Comparando con aeA + BI:

o= —20, B=21.

c) Determinante de 2B™!. Para una matriz 3 x 3, det(kM) = k? det(M); ademas,
det(B~!) = 1/ det(B). Como det(B) = 2:

1 1
-1y _ 93 -1y — e =8 — = .
det(2B7") = 2°det(B™) =8~ — 85 4]

B.2. Recta perpendicular y distancias
Sedan A = (5,7,3), B=(1,1,1)y

T.:c—3_y—i—1_£
-1 3 2

Tomamos el valor comun como parametro t. La forma paramétrica de 7y su vector director son

z=3-1t,
r:qy=—-1+4+3teR, v=(-1,3,2).
z=2t,
a) Recta s que pasa por A, cortaary es perpendicular a 7. El punto de corte H debe pertenecer a
—

r, y AH debe ser perpendicular a ¥. Un punto genérico de r es H(t) = (3 — ¢, —1 + 3¢, 2t).
Entonces

—
AH(t) = H(t) — A= (-2 —t,—8 + 3t,2t — 3).

Imponemos que el producto escalar sea cero:

—

AH(t) - B = (=2 — £)(—1) + (—8 + 3£)3 + (2t — 3)2
=2+1t—24+9t4+4t—6
=14t —-28=0 = t=2.
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Sustituimos t = 2 en la recta y obtenemos

—
H=(1,5,4), AH=H — A= (—4,-2,1).

—
La recta buscada pasa por A y tiene como vector director AH. La damos en forma paramétrica:
x =5 —4u,
§:ey=7—2u,u R
z=3+u,

Comprobacion de perpendicularidad: (—4,—2,1) - (—-1,3,2) =4—-6+2=0.
b) Distancia de A a r. La distancia minima es la longitud del segmento perpendicular AH:

d(A,r) = | A - H| = /42 +22 + (-1)? = /21|

c) Distancia de B al plano 7 que pasa por (3, -1, 0) y es perpendicular a r. Si un plano es
perpendicular a una recta, el vector director de la recta es normal al plano. Asi, podemos tomar
n = (—1,3,2), y escribir el plano en forma general:

—xz+3y+22+D=0.
Sustituimos el punto (3, —1, 0) para determinar D:
~3+3(-1)+2-0+D=0 = D=6.

Por tanto, ™ : —& + 3y + 2z + 6 = 0. La distancia de un punto B = (zp, yB, 2B) a un plano
Az 4+ By+ Cz+ D = 0 se calcula con

|A:Z:B + Byg+ Czp + D|
VAT BT C?

Sustituimos B = (1,1,1) y los coeficientes del plano:

d(B,n) =

—1+3+2+6 1 14
d(B,w)=| +3+2+6] _ 025\/_.

V(-1)2+32+22 V14 7

B.3. Alambre y suma de areas

El alambre mide 100 cm. Si se destinan & cm al triangulo equilatero, quedan 100 — & cm para el
cuadrado. El dominio indicado es 0 < z < 100.

a) Funcion que expresa la suma de las areas. El perimetro del triangulo equilatero es , de modo
que su lado mide /3. Usamos la formula Ar = (v/3/4)s>:

V3,z\2 V3 ,
ar(e) = 7 (5) = o

El lado del cuadrado es su perimetro dividido entre cuatro, por lo que

100 — z 100 —z\? (100 — )2
30: T, Ac(z)zszcz (T) = %.

Sumamos las areas y conservamos las unidades en cm?:

o\ 2
V3 e (100 — z)
36 16

S(z) = , 0 <z < 100.
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\/Ew N 2(100 — z)(—1)

! —
5@ =15 16
V3 L, 2100
18 8
Buscamos los puntos criticos igualando la derivada a cero:
3 — 100
S'(z) =0 <= \1/8—:c+33 3 =0

> 4v3z + 9z — 900 = 0
900  300(9 — 4V/3)
9+4v3 11

Este valor esta en el intervalo. Para justificar el minimo, comprobamos el signo a ambos lados;

50 < z, < 60:

~ 56,50 cm.

Intervalo | Valor de prueba Signo de S’ en la prueba Comportamiento
[0, z.) 50 S'(50) = 25(4v/3 —9)/36 < 0| Decreciente
(z+,100] 60 S'(60) = 10\/3/3 —-5>0 Creciente

La derivada cambia de negativa a positiva; por tanto, x, s un minimo. Ademas,

S (z) = \/5/18 + 1/8 > 0, de modo que la funcién es estrictamente convexa y el minimo es
absoluto. Sustituyendo x4, el area minima vale

S(z.) = 625 — —02 _
9+44/3
_ 7500*/511_ 10000 2| ~ 271,85 cm?.

c) Valor de  que maximiza la suma e interpretacion. Al ser una funciéon convexa en un intervalo
cerrado, el maximo se alcanza en uno de los extremos. Calculamos:

2
= 625 cm?, S(100) = g 1002 = %‘@ cm?.

1002
16

Se cumple §(100) < S(0), pues 44/3 < 9. Por tanto,

5(0) =

maximo en £ = 0, Spax = 625 cm?.

Interpretacion: cuando z = 0, no se reserva alambre para el triangulo y los 100 cm forman un
cuadrado de lado 100/4 = 25 cm. El triangulo degenera al tener lado cero, pero el extremo esta
incluido en el intervalo del enunciado.
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