Matemiticas II Septiembre 2006

EJERCICIO A

PROBLEMA 1. Dado el sistema de ecuaciones con un pardmetro real A e incégnitas X, y, z,
A+2)x—y+z=0
3x+(A+6)y—-3z=0
5x+5y+(A-2)z=0

se pide:

a) Calcular para qué valores de A el sistema sélo admite la solucién (x, y, z) = (0, 0, 0) (1 punto).

b) Para cada valor de A que hace indeterminado el sistema, obtener todas sus soluciones (1,8 puntos).

¢) Explicar la posicion relativa de los tres planos definidos por cada una de las ecuaciones del sistema cuando A = —3
(0,5 puntos).

Solucion:
Como es un sistema homogéneo estudiamos la matriz de coeficientes,

A+2 -1 1
A=| 3 A+6 -3
5 5 A-2

A+2 -1 1 |C+ClA+2 0 1
A+3 =3 3 A+3
A= 3 A+6 -3| = |3 A+3 -3|=(A+2) +1. =
A+3 A-2 5 A+3
5 5 A-2 5 A+3 A-2
1 - 31
A+ A=A DA A2+ +A+HGE =) =

A+2)A+3)A+D=-2A+3)=A+DA+2)A+ D -2]=(A+ )P +341+2-2)=
=A+DA +3D)=(A+DA+DA=AA+3)°

A=0

A+3)?=0 - (A+3)=0 —> A=-3
Para A#0 y A#-3 |A|¢0 — S.C.D., la solucion es la trivial
Para A=0 y A=-3 |A=0 — S.CI.

a) Los valores de A para los que el sistema sélo admite la solucion (x,y,2)=(0,0,0), la solucién trivial, son

A#0 y A#-3.

A=0 - AA+3)’=0 - <

b)
Para A=0
2x—y+2z=0
El sistemaes <{3x+6y—3z=0
Sx+5y—-2z=0
2 -1 1
La matriz de coeficienteses A=|3 6 —3| ysabemos que |A|=0
5 5 =2

como 6 =124+3=15#0, ran(A)=2

resolvemos el sistema usando la 1y 2° ecuacion y como incognitas principales x e y. Debemos resolver el siguiente
sistema,
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2x—y=-z2
3x+6y=3z2

Por Cramer,

_—a
—7z -1 X= 5
3 6 - - -
x=1% _6z+3z_-3z_-z Solucion y:3—a aeR
15 15 15 5 5
2 -z I=a
_PB 3z] _6z+3z _9z_3z
15 15 15 5
Para A=-3
-x—y+z=0
El sistemaes <3x+3y—-3z=0
Sx+5y-5z=0
-1 -1 1
La matriz de coeficienteses A=| 3 3 —3| ysabemos que |A|=O
5 5 =5

Como en esta matriz se cumple que Fr=—3 F; vy F;= -5 F; el mdximo rango de A serd 1, podemos calcular el
siguiente menor de orden 1,

|— 1| =—1#0 luego ran(A)=1

Para resolver el sistema utilizamos la primera ecuacion y la incognita x como principal, es decir,

—x—y+2z=0,porlotanto, x= -y +z
x=—-a+pf
Solucion {y=«a a, feR

z=f

c) Para A =-3, segiin hemos estudiado en el apartado anterior, la matriz de coeficientes tiene rango 1, esto quiere
decir que los tres planos son el mismo.
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Matemiticas II Septiembre 2006

EJERCICIO A

PROBLEMA 2. En el espacio se consideran:
e Larectar interseccion de los planos de ecuaciones implicitas2x -2y—-z=9 y 4x-y+z=42.
® Y larectas que pasa por los puntos (1,3,-4) y (3,-5,-2). Se pide:

a) Calcular las ecuaciones paramétricas de la recta r (0,8 puntos) y de la recta s (0,3 puntos).

b) Justificar que las rectas r y s se cruzan (0,8 puntos).

¢) Calcular un vector direccional de la recta ¢, perpendicular comin a las rectas r y s, (0,4 puntos) y calcular el punto P
de interseccion de las rectas s y ¢ (1 punto).

Solucion:
a) Ecuaciones paramétricas de la recta r.
Resolvemos el sistema

2x-2y-2z=9
4x—y+z=42

2 =2
como =-2+8=6#0

usaremos como incognitas principales x e y

2x-2y=9+z¢
dx-y=42—¢
9+z -2
e 42—z -1 -9-z+84-2z 75-3z 25-z
6 6 6 2
2 9+z
|4 42—z 84-27-36-4z 48-6z _g_
S 6 6
25-4
X =
2
Las ecuaciones paramétricas de la rectar son: {y=8—-4 AeR
z=41
Ecuaciones paramétricas de s.
v, =(3,-5-2)-(13-4)=(2,-82) = (1,-4.])
x=1+u
Las ecuaciones paramétricas de la recta s son: y=3-4u pueR
=4+ u
b)
N -1 Estos vectores no tiene sus coordenadas proporcionales
v =|—,—11 _
' ( 2 j -1
N -4 1
v, =(1,-4,1) por lo que las rectas r y s no son paralelas.

Veamos la posicion relativa de estas dos rectas mediante el cdlculo del siguiente determinante,
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e I =L S T B -
NN 2 2 2 2| G-4C |2 2 2 3 25
v v P-Pl=|-1 -4 8-3|=|-1 -4 5 = -1 -3 9|=1|5 5|=
1 1 0-(4) [1 1 4 1 o o] I3 9
113 25 1
2 =—(27+75)=51%0
21-3 9| 2

Por lo tanto las rectas r y s se cruzan.

c) La recta perpendicular comiin a r y s tiene como vector director,

ik
5 os o / J-1 1 12 1 12 -1 - o1 5
v=v Av =-1/2 -1 1|=i —J +k =i(-1+4)—j|———-1|+kQ2+])=
‘ a7 T —a 2
1 -4 1
=3i+§j+3k
2

- 3 1
luego v, =|3,=,3|=|1,—,1|=(21,2
go v, ( > j [ > j (2,1,2)
Calculemos el punto P interseccion de las rectas s y t.

(25—/1

Sean P T,S - /1,/1) y P(+u3-4u—~4+u) puntos cualesquiera de las

r

rectas r y s, respectivamente. Por ser t la perpendicular comiin a r y s buscamos el punto P imponiendo la
- -
PP yv

condicion de que los vectores s t deben ser paralelos.

f’jﬂ :(Hﬂ_%ﬁ_w_(g—ﬂ),—4+ﬂ—/1j

v =(212)
l+ﬂ—ﬁ
luego 2 :3—4ﬂ—(8—/1):—4+,u—/1
2 1 2
que da lugar a siguiente sistema,
I+,u—ﬂ
2 —4+u-A
2 2
3—4u—-8-4) —-4+u-2
1 2

—S8U—U+2A+A=—4—-6+16

1+ﬂ_252"1:_4+ﬂ_,1 R {2+2,u—25+/1=—8+2,u—2/1

6-8u—16+2A=—4+u—A
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2U-2U+A+2A=-8-2+25 31=15
—9u+31=6 —9u+31=6

de 1I* = /1=§=5

en 2° — —-9u+3.5=6
-9u+15=6
-9u=6-15

El punto de la recta s buscado serd: (1 +1,3—-4.1,-4+1)=(2,-1,-3)

LuegoP(2,-1,-3)
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Matemiticas II Septiembre 2006

EJERCICIO A

PROBLEMA 3. Dadas las funciones f (x) = X¥-3x+8 vy g(x) = — 3 x, se pide:

a) Calcular el maximo absoluto de la funcién f (x) en el intervalo [ -3 ,0 ] (1 punto).

b) Calcular el punto de corte de la curva y = f{x) y larectay = g(x) (1 punto).

¢) Obtener el drea del recinto limitado por la curvay = f{x) y las rectas y = g(x), x=—3 y x =0 (1,3 puntos).

Solucion:

a) Mdximo absoluto de f(x) en el intervalo [ -3, 0 ]
Como f{(x) es una funcion polinémica, es una funcion continua. El mdximo absoluto de una funcion continua en un
intervalo cerrado se alcanza e un extremo local de la funcion o en los extremos del intervalo.

Calculemos los extremos locales de la funcion,

flx)=3x-3
3¥%-3=0; 3x¥=3; ¥=1; x=4=I
fx)=6x
f(-1)=-6<0 luego enx = — I hay un mdximo local.

f(1)=6>0 luegoenx = 1 hay un minimo local.
Como — I pertenece al intervalo [ — 3, 0] f(x) alcanza un mdximo local en este intervalo.
fi-)=(-1-3.(-1)+8=-1+3+8=10

f-3)=(-3"-3.(-3)+8=-27+9+8=-10
f0)=0°-3.0+8= 8

Luego f(x) alcanza su mdximo absoluto en el intervalo [ — 3, 0 ] en el punto (—1, 10)

b) Corte entre f(x)y g(x)

¥©-3x+8=-3x
©+8=0
x¥=-8
x=3-8=-2

Para x=-2, g(-2)=-3(-2)=6
El punto de corte entre fix)y g(x)es (—2,6).

¢) Area limitada pory=flx),y=g(x),x=-3,x=0
De los cdlculos de los apartados anteriores podemos realizar una representacion grdfica de las funciones que limitan
el drea a calcular,

10

y=9(x) y=F(x)

= =1

x=-3 =0

-5

Calculamos este drea de la siguiente forma,
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A= J30 - -3x+g)lic+ [ [ -3x+8)— (Bl = -3x—x 4 3x—8li+ [ v ~3x+8-+ 3xax =

B S V -er *{Tg} i

4 -3

(-2 o ) [ o* (D )
_( R 2)} ( TR 3)J+[4+8.OJ ( L 2)}

(16 1 ) (78, 0y )0 (16| _T16+64 —BI+96 16-64 48 15 —d48
e 1 1 4 4 4 4 4 4

_48-15+48 81,
4 4

El drea pedida mide 20725 u. a.
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Matemiticas II Septiembre 2006

EJERCICIO A

PROBLEMA 4. Un incendio se extiende en forma circular uniformemente. El radio del circulo quemado crece a la
velocidad constante de 1,8 m/min.

a) Obtener el drea quemada en funcién del tiempo ¢ transcurrido desde el comienzo del incendio (1,3 puntos).

b) Calcular la velocidad de crecimiento del drea del circulo quemado en el instante en que el radio alcance 45 m

(2 puntos).

Solucion:
a) Area quemada en funcion del tiempo.
Como el radio crece a 1° 8 m/min, r = 1°8t (t en minutos)
El drea del circulo quemado serd: A =mn (18 t)z =324rnt (A en m’ Yy t en minutos)

b) El radio alcanza un valor de 45 m
45=18t — t=45 =25
18

al cabo de 25 min.

La velocidad de crecimiento del drea viene dad por A" =2.324nt=648nt

Luego para t =25 A=648 725 =162 = 508938

Por lo que la velocidad de crecimiento en el instante en que el radio alcance 45 m serd de 162 m m’/min,

aproximadamente, 509 m*/min.

Clases de preparacion para PAU, PCE, Selectividad +25 online, grupos reducidos, horarios flexibles.
Academia ONLINE de Mateméticas, Fisica y Quimica tuprofealrescate.com



Matemiticas II Septiembre 2006

EJERCICIO B
2 1 0 1 0 2
PROBLEMA 1. A esuna matriz3x 3 talque A*’=(-1 0 —-1[yA’=/-2 -1 0
-1 -1 2 2 2 -3

Se pide:

a) Calcular el determinante de la matriz A® (0,5 puntos) y la matriz inversa de Ata punto).

b) Calcular la matriz fila X = (x, y, z) que es solucién de la ecuacién matricial XA® = BA? , donde B es la matriz fila
B =(1, 2, 3) (1,3 puntos).

¢) Calcular la matriz inversa de A (0,5 puntos).

Solucion:
a)
1 0 2
4°|=f-2 -1 0|=3-8+4=-1%0 luego 3(a’)'
2 2 -3
‘—1 0‘ ‘—2 0‘ ‘—2 —1‘
;0 2 2 =3 |2 -3 |2 2 3 6 -2
, . o 2| |1 2 1 0 N
A=-2 -1 0| —— =|l—-¢ -7 2 L VEEN
2 2 -3 S A s A Y B (SR
- 0 2 / NN 0 -
-1 0 -2 0 |-2 -1
3 -6 -2 3 4 2
s |4 -7 2| s |-6 -7 -4
2 -4 -1 -2 -2 -1
3 4 2 -3 -4 =2
sy 1
lego (A°)'=—|-6 -7 -4|=|6 7 4
-2 -2 -1 2 2 1
b) Buscamos la matriz fila X que cumpla X A® = B A*
Por el apartado anterior sabemos que 3(A3)_1 multiplicando la ecuacion anterior por (A3)_1 por la izquier-
da:
x A*(A*)' =B A (A7)
X 1=BA (&)
X =B A (A*)

Por lo que el cdlculo de la matriz X serd,
2 1 0\(-3 -4 =2
Xx=( 2 3)|-1 0 -1||6 7 4 |=
-1 -1 2 2 2 1
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-3 -4 -2
=(1242(-D+3(-D) 1.1+20+3(-1) 1.0+2.(-D+32)| 6 7 4 |=

2 2 1
-3 -4 -2
=(-3 -2 4)6 7 4 |=
2 2 1

=(=3(=3)-2.6+42 -3(-4)-2.7+42 -3(-2)-24+4.1)=(5 6 2)

Solucion X=(5,6,2)

¢) Calcular A™
Conocemos A’ A* y (A*)'
Empezamos con A’=AA’
multiplicando  por (A3)_1 por la derecha
AL = a4 (a)
1=AA(A)
multiplicando por A~ por la izquierda
A'T=4"A A (4]
A =1 A2(A) > A =A%)

Luego
2 1 0)\(-3 -4 =2 2(-3)+1.6+0.2 2(-4)+1.7+02 2(-2)+1.4+0.1
A'=[-1 0 —1||6 7 4 |=|-1(-3)+06-12 -1(-4+0.7-12 —-1(-2)+04-1.1|=
-1 -1 2 2 2 1 -1(-3)-1.6+22 —-1(-4)-1.7+22 —-1(-2)-14+2.1
0 -1 0
=1 2 1
1 1 0
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Matemiticas II Septiembre 2006

EJERCICIO B

PROBLEMA 2. En el espacio se consideran:
» El plano & que pasa por los puntos (11, 1, 2), (5,7,5) y (7, -1, -2).

» Y larecta r interseccion de los planos de ecuaciones implicitas x + y +z=15y 2x -7y + 2z =3.
a) Calcular la ecuacién paramétrica de r (0,6 puntos) y la ecuacién implicita del plano 7 (0,4 puntos).
b) Calcular el punto P interseccién de r y « (0,8 puntos) y el dngulo a que determinan r y « (0,5 puntos).

¢) Calcular los puntos M y N de la recta r cuya distancia al plano & es igual a 3 u.l. (1 punto).

Solucion:
a) Ecuacion paramétrica de r
x+y+z=15 1 1
r: como =-T7-2=-9%0
2x=Ty+2z=3 -7
resolvemos el sistema de la recta r usando x ey como incognitas principales.
x+y=15-z
2x=Ty=3-2z7
15-z 1
3-2z =7 -105+7z-34+2z -108+9z
X = = = :12—
-9 -9 -9
1 15—z
2 3-27 3-27-30+2z -27 _3
T 9 9
=12-4

Ae R

X
La ecuacion paramétrica de la recta r serd: r:{y
<

3
A

Ecuacion implicita del plano ©
Punto (11,1,2)

Vectores directores: v=ALL2)=G.7.9 = (6,-6,-3) = 2,72-1)
w

=(111,2)-(7,-1,-2)=(4,2,4) = (2,1,2)

La ecuacion implicita del plano 7 serd,
x=11 y-1 z-2

2 -2 -=1|=0

2 1 2
-2 - 2 -1
1 2‘_(y_142 2
x=1D)(HA+D)-(y-1D)(A+2)+(z-2)(2+4) =0
(x=-1)(3)-(y-1)6+(z-2)6=0
—3x+33-6y+6+6z—-12=0

—3x—-6y+6z+27=0
simplificando por — 3
X+2y-2z-9=0 eslaecuacion del plano m.

(x—lD‘

+( 2)2 =0
Z 2 =
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b) P, punto de interseccion dery @
Sustituimos las coordenadas de un punto cualquiera de la recta r en la ecuacion del plano ©

12-23,Der
12-4+2.3-24-9=0
12-A+6-24-9=0
9-31=0

_31==9 - A="2-3

Por lo que el punto P serd: (12—-3,3,3)=(9,3,3)

Angulo a que determinan r y .
-
de r v, =(-10]1)

de 71 elvectorortogonal u=(1,2,-2)

A

Sea a=(r,7)
| (-1,0,) (1,2,-2) | -2 3

Jo 0P P12 20 32 2

sen & =

T
Luego a= 7 rds

(M,Ner? | dM,m)=d(N,m7)=3
T:x+2y—-2z-9=0

Sea Per— P=U2-131)
12-A+2.3-24-9 [9-34

d(P,7)=
" VP 427 +(=2) 3
937 9-31=9 - -31=0 — A=0
=3 5 9-34=9 >

3 9-31=-9 —» -31=-18 —> A1=6

A=0 — M(I2,3,0)

Para
A=6 — N(6,3,6)
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Matemiticas II Septiembre 2006

EJERCICIO B

PROBLEMA 3.
a) Obtener la derivada de la funcién f{x) = ax + b + sen x (0,5 puntos). Calcular a y b si O = (0, 0) es un
punto de la curva y = ax + b + sen x , cuya recta tangente en O = (0, 0) es el eje OX (1,8 puntos).

b) Justificar que la funcién  g(x) = —2 x+sen x se anula en dos puntos del intervalo [0,x] (0,5 puntos).
T

¢) Calcular esos dos puntos (0,5 puntos).

Solucion:
a) f(x)=a+cosx

Calculo de a y b con las condiciones dadas

(0,0 )espuntodelacurva — O0=a.0+b+sen0 — 0=b+0 — b=0

la recta tangente a la curvaen (0,0 )eseleje OX — f(0)=0 — a+cos0=0 — a+1=0 — a=-1
Porlotanto,a=-1 y b=20

b)
2 . ) .
g(x)=—=x+sen x Intentaremos aplicar el Teorema de Bolzano. Debemos buscar intervalos en que la funcion
T
g(x) tome valores de distinto signo en los extremos.

g(0)= —20+ sen0=0
T

g z :—££+sen£:—l+l=0
2 T2 2

Ya hemos encontrado dos puntos del intervalo [ 0, & | en los que se anula g(x).

c¢) Los puntos del intervalo [ 0, r | en los que se anula g(x) son  (0,0) y (%, Oj
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Matemiticas II Septiembre 2006

EJERCICIO B

PROBLEMA 4.

Dos postes de 3m y 4 m se hallan clavados verticalmente en el suelo. Sus bases distan 5 m y, en el segmento que las une,
hay un punto P que dista x metros de la base del poste mds bajo. El extremo superior de cada poste se une con P mediante
un segmento rectilineo de cable. Se pide:

a) Obtener la expresion f{x) de la longitud total de cable utilizado en ambos segmentos (1,8 puntos).

b) Demostrar que esa longitud total de cable es minima cuando son iguales los valores absolutos de las pendientes de los
dos segmentos considerados (1 punto). Calcular esa longitud minima (0,5 puntos).

Solucion:
Grdficamente el problema es,

a) f(x) = longitud el cable.

— 2 2 _ 2
En el tridngulo rectdngulo PAB, "1 — \/3 X = \/ 9+x
L :\/42 G :\/16+(5—x)2

En el tridngulo rectdngulo PCD,

— 2 2
La longitud del cable serd: fx)= \/9 R N \/16 +(O-x)

b) Llamamos m; a la pendiente del cable [; y m; a la pendiente del cable 1,

|ml|=‘i‘:g yva que x>0
-x| X

4 4

m,| = =—— vyaque 5S—x>0
| 2| 5-x| 5-x yad
Veamos cuando son iguales estos valores absolutos de las pendientes,
é 4
x S5—x
15-3x=4x
15=4x+3x
15=7x

15
xX=—

7
Calculemos el minimo de f{(x)

, 2x -2(5—x X 5—x

Norx 2J16+G-x° ot JI6+G-»°
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x G —-x)
NO+x7 (16 +(5-x)
x 5—-x)
Vorx®  J16+(5-x)?
elevando al cuadrado,
X _ (5-x)*
9+x> 16+(5-x)
26+ G-x2]=0+ 2 )5-x
16X +x°(5—x)> =9(5-x)" + x*(5—x)°
16x* =9(5 - x)*
16x> =9(25-10x + )
16x% =225 -90x +9x°
7x* +90x—225=0

=0 — =0

(*)

~90+120 30 15
_—90%4/90°—4.7.(-225) _—90+./14400 -90+120 | 14 14 7
- 2.7 - 14 14\ -90-120 -210
14 14

debemos comprobar si son soluciones de la ecuacion inicial (*)
x=-15
-15 _ 5—(-15)
JO+(=157  16+(5-(-15)
=15 _ 20
V234 164202
-15 20

V234 J4a16

evidentemente un niimero negativo no puede ser igual a uno positivo, luego x = — 15 no es solucion

15 s 15
7

]

35-15
_ 7

225
\/ 04 1o [35-15Y)
49 7

Is 20

e
49 49
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7 7 7 7 15 _ 2 Is _ 20 5 _5
666 [1184 J666 1184 V666 1184 ENZRNZ V74 74
49\ 49 7 7

luego x= - es solucion

. . 15 .. . . . . . s
Para determinar si x=-—= es minimo o mdximo relativo, estudiamos el signo de f(x) alrededor de él

o x 5-»
/e Vo+x® |16+ (5-x)

x| f@) N P

0 G5-0) 5 :
0 - =— <0 5
Vo+0* 16+(5-07°  16+25 5
5 (5-5) 5
5 — = >0
V9+5°  J164+(5-5)7 ~9+25

15 .. .
Porlo tantoen x=-= hay un minimo relativo.

Hemos demostrado que longitud total de cable es minima cuando son iguales los valores absolutos de las pendientes
de los dos segmentos considerados
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