Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il - PAU

Curso 2020--2021 - Convocatoria extraordinaria

Se desarrollan las diez preguntas, aunque en el examen habia que elegir cinco.

Bloque A

Ejercicio A.1- Invertibilidad y ecuacion matricial
La matriz es invertible cuando su determinante no es nulo. Calculamos

a 1 1
detA=|-1 2 0|=—a-1.
0 —a -1

Por tanto, A tiene inversa si y solo sia # —1. Para a = 2, resolver AX = B equivale a resolver el sistema
asociado:

2r+y+2=-2,

—r+2y =1,

—2y—z=—1.
De la segunda ecuacion, z = 2y — 1, y de la tercera, z = 1 — 2y. Al sustituir en la primera resulta 3y = —1, de
dondey =-1/3, 2 =-5/3y z =5/3.

5
A esinvertible si a # —1; X = —g (a =2).

Ejercicio A.2 - Region factible y coste minimo

Sean z e y los metros fabricados de los cables A2020 y B2020. El coste es C' = 2z + 0,5y. Las restricciones
son

r+y > 6000, y<5000, x+y<8000, y>z, x,y=>0.

Las intersecciones de las rectas frontera que delimitan la regién son
(1000, 5000),  (3000,5000), (4000, 4000), (3000, 3000).

En efecto, corresponden, respectivamente, a z + y = 6000 con y = 5000, a z + y = 8000 con y = 5000, a
r+y=8000cony=zxyaz+y=6000cony=u=x.

Y

(10004 5000) (3000, 5000)

> (4000, 4000)

(3000, 3000)

Como C es lineal, basta comparar su valor en los vértices:

(z,y) | (1000,5000) (3000,5000) (4000,4000) (3000,3000)
C'=2z+ 0,5y | 4500 8500 10000 7500

’Coste minimo: 4500 euros, fabricando 1000 m de A2020 y 5000 m de B2020. ‘

Academia de Mateméticas, Fisica y Quimica - Clases individuales y grupales - Preparacioén Selectividad, PCE y +25 - tuprofealrescate.com



Ejercicio A.3 - Gontinuidad, derivabilidad y tangente

a) La unica posible dificultad de continuidad esta en el punto de unién x = 3. La rama izquierda toma alli el
valor 32 — 3 — 1 = 5, y el limite de la rama derecha es 3a/3 = a. Para que coincidan debe ser a« = 5. Con ese
valor, las derivadas laterales son

3 =2B) -1=5  fi@3)= -2 —_2_.5

2
z r=3

Como no coinciden, la funcidon continua obtenida no es derivable en z = 3.
b) En 2 = 1 se usa la primerarama: f(1)=1—-1—-1= -1y f/(1) =2 -1 = 1. La recta tangente, en forma
punto-pendiente, es
y—(-1) =1z —-1),
porloquey =z — 2.

a = 5 da continuidad, pero no derivabilidad en z = 3; y=x—2.

Ejercicio A.4 - Independencia y probabilidad condicionada
Primero obtenemos la interseccion a partir de la formula de la union:

P(ANB)=P(A)+ P(B)— P(AUB) =05+ 0,8 — 0,9 =0,4.

Dos sucesos son independientes si P(AN B) = P(A)P(B). Como 0,4 = 0,5 - 0,8, si son independientes. La
probabilidad condicionada es
P(ANB) 04
P(A|B)= ———+=-—"—=0,5.
(A]B) PB) 08~ 0P

’A y B son independientes; P(A| B)=0,. ‘

Ejercicio A.5 - Intervalo de confianza y media muestral
a) Como se conoce o = 8 gy la poblacion es normal, utilizamos z + z;_, o 0//n. Para el 95%, 2y 975 = 1,96;
conz =60y n=20:

8
60 + 1,96——— = 60 = 3,505.
V20

b) La media de una muestra de tamafo 10 tiene distribucién normal de media 59 y desviacion tipica 8/+/10.
Tipificando los extremos:

i, 210 21/10
P(57< X <61) = P(—‘? <7< ‘?) =28(0,79) — 1 ~ 2(0,7852) — 1 = 0,5704.

]1095% ~ (56,495,63,505) g;  P(57 < X < 61) ~ 0,5704. \

Bloque B

Ejercicio B.1- Discusion y resolucion de un sistema
La matriz de coeficientes y la ampliada son

1 2a 1 1 20 1 0
A=|-1 —-a 0 |, A= -1 —a 0 1
0o -1 -1 0 -1 —-1|—-a

Su determinante es 1 — a. Sia # 1, el rango de A es 3 y el sistema es compatible determinado por Rouché-
Frobenius.

Para « = 1, las ecuaciones primera y tercera suman cero al usar la segunda para eliminar las variables:
equivalentemente, la primera fila es la opuesta a la suma de la segunda y la tercera. La misma combinacion
se cumple en los términos independientes, por lo que rg(A4) = rg(4*) = 2 < 3. Es un sistema compatible
indeterminado.

Para a = 3, las ecuaciones segunda y terceradan z+3y = -1y y+2z = 3. Sustituyendox = -1-3yy2=3—y
en la primera se obtiene 2 +2y=0,dedondey = -1,z =2y 2z =4.

a#1:SCD; a=1:SCk  (z,9,2) = (2,~1,4)sia =3.]
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Ejercicio B.2 - Dominio, asintotas y monotonia
El denominador se anula en = = 1, mientras que el numerador alli vale —1, por lo que

Dy =R\ {1}, x =1 es asintota vertical.
Dividiendo polinomios,
3 — 222 z
J@) =G = ao

El segundo término tiende a cero en ambos infinitos, asi que la asintota oblicua es y = .
Para estudiar la monotonia, derivamos la forma simplificada:

;o (@ =3z +4)
N CES Vi

El polinomio z2 —3x+4 siempre es positivo, pues su discriminante es 9—16 = —7 < 0y su coeficiente principal
es positivo. Asi, el signo de la derivada viene dado por el cociente z/(z — 1)3. Es positivosiz <00z > 1,y
negativo si 0 < z < 1. Por tanto, la funcion crece en (—oc,0) ¥ (1, +00) y decrece en (0,1).

’Df =R\ {1}; z=1vertical; y=azoblicua; creceen (—oc0,0),(1,+00), decrece en (0,1). ‘

Ejercicio B.3 - Recuperacion de una funcion y extremos
Integramos la derivada para obtener la familia de primitivas:

flx)= /(3:1:2 +82) dx = 2® + 42® + C.

La condicion f(1) = 11 determina la constante: 1 +4 + C =11, luego C = 6.

Los extremos locales solo pueden aparecer donde f/(z) = 0. Factorizamos 3z2 + 8 = x(3z + 8) y obtenemos
x =0y xz = —8/3. La derivada es positiva en (—co0, —8/3), negativa en (—8/3,0) y positiva en (0, +c0). Por el
cambio de creciente a decreciente hay un maximo en z = —8/3, y por el cambio de decreciente a creciente,

un minimo en z = 0: < i
1
f<—3> - =6

8 418

f(x) =2 + 42® + 6; maximo local (-3 57 ) minimo local (0, 6).

Ejercicio B.4 - Probahilidad total y Bayes

Sean Ay B los sucesos «residir en el municipio A» y «fracaso escolar». Como el nimero de residentes de
A es doble que el de B, P(A) =2/3y P(A°) = 1/3. La probabilidad total de fracaso es

2 1 1
P(B) = P(B | A)P(A) + P(B| A°)P(A%) = 0,025 +0065 = .
Asi, la probabilidad de no sufrir fracaso es 1 — P(B) = 29/30. Para invertir la condicion en el apartado b),
aplicamos Bayes:
P(B| A)P(A)  0,02-(2/3)

PATE) = =G = 130

=04

2
P(no fracasar) = %; P(A | fracaso) = 0,4.

Ejercicio B.5 - Error mdximo y distribucidn de la media

a) Para una media con desviacion tipica conocida, el error maximo es £ = z,_,/,0/+/n. Con confianza del

95%, 20,975 = 1,96; imponemos E < 1:
1,96 - 3

1 = > (5,88)% = 34,5744.
\/ﬁ < n (7 ) b

El menor entero valido es n = 35.
b) Para n = 16, X tiene media 32 y desviacion tipica 3/4 = 0,75. Entonces

30,5 — 32

P(X =Pl Z
(X < 30,5) ( < G

> = P(Z < —2) ~ 0,0228.

[nmin = 35; P(X <30,5) ~ 0,0228.|
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