PAU Madrid - Matematicas Il

Convocatoria ordinaria de 2023

Se desarrollan todas las alternativas del examen. En la prueba basta con contestar a las opciones que se
elijan.

Pregunta A.1 - Transporte de tierra

Sean z, y Yy 2 los numeros de camiones de tipo A, B y C. Si se aflade un camion A, se iguala el numero de
camiones B y C juntos; ademas, la capacidad del 10 % de los camiones B es un séptimo de la capacidad total
de los camiones C. El sistema es

r+1=y+z,

1
0,1-24y = 7 28z,
14z + 24y + 282 = 302.
.7 . o . . o _ 5 _ 8
La sggynda ecuacion s.eIS|mpI|f|ca a 3y =5z, ylaprimeradaz =y+z2—-1.Dey = szresultaz = 52 — 1.
Sustituimos en la ecuacién de tonelaje:

14(22—1)—&—24(;;2)—1—282:302 == z=3.

Por tanto, y = 5y x = 7. Las toneladas transportadas por cada tipo se obtienen multiplicando el numero de
camiones por la capacidad de cada uno:

14-7=98, 24-5=120, 28-3=84.

Conclusion. Los camiones A transportaron 98 t, los B 120t y los C 84 t.

Pregunta A.2 - Estudio de una funcidn

La raiz cubica esta definida para cualquier real y (22 — 1)? > 0, de modo que D; = R. Ademas, la expresion
solo depende de 2, asi que f es par.

a) Paridad

Conclusion. f es una funcién par.

b) Derivabilidad en z = 1
Como f(1) =0, estudiamos el cociente incremental:

fFA+R) —fQ) _ w2+ M [P+ PP

h h h

Cuando h — 0T, este cociente tiende a +oo, y cuando h — 0™, tiende a —oo. No existe una derivada finita en
2 = 1. Conclusién. f no es derivable en z = 1.

¢) Extremos relativos y absolutos

Para « # £1, derivamos f(z) = |2 — 1]*/%:
4x

2
"(#)= 2|z =1 Y3sgn(z? —1) - 20 = ——— 1z #+1.
J(w) = gle? =17 sgn@t — 1) 20 = oy w7
El signo de f’ es el de z/+v/2% — 1. Probamos z = —2,—21,1 2, uno por intervalo; los signos son, respectiva-

mente, —, +, —, +:

Intervalo | (—oo,—1) (=1,0) (0,1) (1,00)

sagn(f) | - + - +
Asi, f decrece hasta x = —1, crece hasta z = 0, decrece hasta x = 1 y vuelve a crecer después. En z = +1,
donde la derivada no existe, se alcanza f = 0; como f(z) > 0 para todo z, son minimos absolutos. En z = 0,
el cambio de crecimiento a decrecimiento da un maximo relativo y f(0) = 1. Ademas, f(z) — +oo cuando
x — oo, por lo que no hay maximo absoluto. Conclusién. Hay minimos absolutos en (—1,0) y (1,0), y un
maximo relativo en (0, 1). No existe maximo absoluto.
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Pregunta A.3 - Triangulo en el espacio
a) Comprobacidn y plano
Los vectores que parten de A son

AB=B—A=(0,2,-1)— (1,-2,3) = (—1,4, —4),

AC=C— A=(2,1,0)— (1,-2,3) = (1,3, -3).

Calculamos su producto vectorial; como no es nulo, los vectores no son proporcionales y los puntos no estan
alineados. Por tanto, forman un triangulo. Un vector normal al plano es

i j ok B
ABXAC = |—-1 4 —4]|=(0,—7,-7) £0,
1 3 -3

que podemos simplificar a (0,1, 1). El plano con ese normal que pasa por A = (1,—2,3) es
Oz —1)+(y+2)+(2—3)=0.
Conclusion. El triangulo esta contenido en el planoy + 2 — 1= 0.

b) Corte de AB con >z = 1
Expresamos la recta AB en forma paramétrica:

AB: x=1-t, y = —2+4t, z =3 — 4t.

En el plano z = 1, se cumple 3 — 4t = 1, luego ¢ = 3. Sustituimos:

Conclusion. El corte es el punto (3,0,1).

¢) Perimetro
Calculamos las tres longitudes con la férmula de distancia en el espacio:

AB| = /(ZD2 + £+ (07 = V33,
14C] = VEF B+ (23 = VIS,

|IBC|=+/(2—0)2+ (1—2)2+ (0— (—1))2 = V6.

El perimetro es la suma de las longitudes de los lados. Conclusién. El perimetro del tridngulo es v/33+v/19+ /6.

Pregunta A.4 - Probabilidades

a) Probabilidad de A U B
Como Ay B son independientes, P(AN B) = P(A)P(B). Usamos la formula de la union:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)
=0,340,5— (0,3)(0,5) = 0,65.

Conclusién. P(AU B) = 0,65.

b) Interseccionde Ay C

Por la definicién de probabilidad condicionada,

P(ANC)

P(CIA) = =55

Despejamos la interseccidn y sustituimos:
P(ANC)=P(C|A)P(A) =0,5-0,3=0,15.

Conclusién. P(ANC) = 0,15.
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¢) Probabilidad de D

Aplicamos Bayes, usando P(A | D) = P(ANnD)/P(D)y P(D | A) = P(An D)/P(A). Primero calculamos la
interseccion:
P(AnD)=P(D|A)P(A)=0,5-0,3=0,15.

Entonces P(AND) 015
Conclusién. P(D) = 0,75.
Pregunta B.1 - Discusion de un sistema
La matriz de coeficientes y la ampliada son
a+1 4 0 a+1 4 00
A= 0 a—1 1], A* = 0 a—1 1|3
4 20 1 4 20 113

El determinante identifica los posibles valores singulares:
detA=16— (a+1)> = (3 —a)(a+5).

Sia # 3,—5, entonces det A # 0, el rango de A es 3 y coincide con el de la ampliada. Por Rouché-Frobenius,
el sistema es compatible determinado.

Caso a = 3. Las ecuaciones quedan
dx +4y =0, 2y 4z =3, dx + 6y + 2z = 3.

La tercera se obtiene sumando la segunda y la primera: (4x + 4y) + (2y + z) = 42 + 6y + z = 3. Por tanto,
rg(A) =rg(A*) =2 < 3, y el sistema es compatible indeterminado. Tomando y =¢, x = —ty z = 3 — 2t.

Caso a = —5. Las ecuaciones son
—4dz 4+ 4y =0, —6y + 2z =3, 4z — 10y + 2z = 3.

La tercera es la segunda menos la primera, incluidos los términos independientes, asi que también rg(4) =
rg(A*) = 2 < 3. El sistema vuelve a ser compatible indeterminado; tomando y = ¢, se obtiene x =ty z = 3+ 6t.
Conclusion. El sistema es SCD paraa # 3,—5y SClparaa=30a = —5.

b) Solucion para a = 3

Con y = t, la familia obtenida es
(z,y,2) = (—t,t,3 —2t), teR.

Conclusioén. Para a = 3, todas las soluciones son (—¢,t,3 — 2t).

¢) Solucion para a = 5

Sustituimos a = 5 en el sistema:
6x + 4y =0, dy + z = 3, dr 4+ 10y 4+ z = 3.
Restar la segunda ecuacion a la tercera da 4z + 6y = 0. Junto con 6z + 4y = 0, resulta
3z + 2y =0, 2z +3y =0.

El determinante de este sistema de dos ecuaciones es 9 —4 = 5 # 0, por lo que z = y = 0. La segunda
ecuacion da z = 3. Conclusién. Para a = 5, la solucion es (z,y, z) = (0,0, 3).

Pregunta B.2 - Funcidn a trozos

La funcion esta definida por

2+ 2 __15
fla)= 4258

_— —1.

33z 7
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a) Continuidad y dominio

En el primer tramo, 2 + 22 > 0, asi que no hay problemas de dominio. En el segundo, 3 — 3z =0en x = 1. Por
tanto, Dy =R\ {1}.

El Unico punto donde cambia la férmula es z = —1. Comparamos el valor y los limites:

1 1 2 1
-1)== lim == lim =-=_.
=3 m f@=5 lim J@)=5=3
Luego es continua en z = —1. En el resto de su dominio cada expresion racional es continua. En z = 1 no esta
definida, y ademas

lim f(x)=+o0, lim f(z) = —c0.

rz—1- r—1t

Conclusién. La funcion es continua en todo su dominio R \ {1}; no esta definida en z = 1.

b) Limite cuando = — —oco

22 1 ,
= . Asi,
x24+2  142/22

. 2 —(22%2-1)
ra = (14 ) ~

T

Paraxz < -1, f(z) =

Tomando logaritmos,
2
(22% —1)In f(x) = —(22% — 1) In (1 + :c2> — —4,
porque In(1 + u)/u — 1 cuando u — 0. Exponenciando el limite,

lim f(x)2z271 =e 4

T—r—00

Conclusion. El limite es e*.

¢) Integral entre —1y 0

En este intervalo se aplica el segundo tramo, y la funcién es no negativa. Descomponemos la fraccion para

integrar:
2 2 14t
3-3z 3\ ° 1-z)

Por tanto,

[0 2 1
Conclusion. flx)de=-In2— .
b 3 3

Pregunta B.3 - Recta y plano
La recta se expresa en forma paramétrica:
r: x=1+42t y=t, z=—1-—2t.
Tiene punto R = (1,0, —1) y vector director ¢ = (2,1, —2). El plano = — z = 2 tiene vector normal 77 = (1,0, —1).
a) Posicion relativa e interseccion
La direccidn de la recta no es paralela al plano, porque
T-i=(2,1,-2)-(1,0,—1) =4 #0.
La recta es secante al plano. Sustituyendo sus ecuaciones paramétricasenz — z = 2,
(14+2t)—(-1-2t)=2 = t=0.

Conclusion. La recta corta al plano en R = (1,0, —1).
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b) Proyeccion ortogonal de A sobre el plano

La proyeccién H de A sobre el plano se calcula siguiendo la normal. Para Az + By + Cz+ D =0,

Axp+ Byasa+Cza+ D
A2 4 B2 4 C2

Aquielplanoesz—z—-2=0, A = (1,1,1), y elnumerador es 1—-1-2 = —2; el denominador es 124+0%+(—1)? = 2.
Entonces

H=A-

(A,B,C).

-2
H=(1,1,1)— 7(1,0,71) =(2,1,0).
Conclusioén. La proyeccion ortogonal es H = (2,1,0).

¢) Simétrico de A respecto de »

Para reflejar A respecto de una recta, hallamos primero el pie H de la perpendicular desde A a r. Un punto
de r es R + tu; exigimos que H — A sea perpendicular a v

H=(1+2tt-1-2), H—A=(2tt—1,-2-21),

1
(H—A) T=dt+t-1+4+4t=9t+3=0 = t=—.

Asi, H = (3,—%,—3). Este punto es el punto medio entre Ay su simétrico 4’, de modo que

oo oaza(L L 1Y o (L8 5.
3 3 3 373 3

Conclusién. El punto simétrico es A’ = (-3, -3, -32).

Pregunta B.4 - Distribucién normal y binomial

Sea X la longitud de una sardina, en milimetros. Segun el enunciado X ~ N(175,25,75), con media 175 y
desviacion tipica 25,75.

a) Sardinas de calidad
La longitud minima es 16 cm, es decir, 160 mm. Tipificamos:

160 — 175
S = 0 —0,58.
La probabilidad de superar 160 mm es
P(X > 160) = P(Z > —0,58) = P(Z < 0,58) = 0,7190.
Conclusion. Aproximadamente el 71,90 % de las sardinas supera los 16 cm.

b) Longitud ¢ que deja un 18 % entre ¢ y la media

Buscamos ¢ < 175 con P(t < X < 175) = 0,18. En la normal estandar esto corresponde a un area de 0,18 entre
zt 'Y 0:
P(Z < z)=0,5—-0,18 = 0,32.

La tabla da P(Z < —0,47) = 1 — 0,6808 = 0,3192, que aproxima 0,32. Por tanto,
t =175 — 0,47 - 25,75 = 162,8975 mm.

Conclusién. Una longitud adecuada es ¢ ~ 162,9 mm.

¢) Lote con al menos una sardina pequena
Una sardina pequefa mide menos de 150 mm. Tipificando,

150 — 175

=P(X <1 =P|Z
D (X < 150) ( < 55,75

) ~ P(Z < —0,97) =1 — 0,8340 = 0,1660.

Sea Y el numero de sardinas pequefas en un lote de diez. Entonces Y ~ Binomial(10, 0,1660). Conviene usar

el complementario: “al menos una pequena” es lo contrario de que las diez sean mayores o iguales a 150 mm.
PY>1)=1-P(Y =0)=1—(1-0,1660)" ~ 0,8372.

Conclusion. La probabilidad de que un lote contenga al menos una sardina pequefia es aproximadamente
0,8372.
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