PAU Andalucia - Matematicas Il

Modelo 4 de 2016 - Curso 2015/2016

El examen propone dos opciones y se debe elegir una. Para repasar todos los contenidos, resolvemos los cuatro ejercicios de ambas opciones.

Opcion A - Ejercicio 1

- In - . . .
La funcién es f(x) = —x, cuyo dominio es (0, +o0): el logaritmo exige = > 0, y el denominador no se anula
X

dentro de ese intervalo.
a) Para localizar las asintotas verticales, estudiamos el extremo del dominio z = 0:

. Inz
lim — = —o0.
rz—0t X

Por tanto, z = 0 es una asintota vertical. Cuando =z — +oo, aplicamos L'Hépital al cociente Inz/x:

. Inz . 1/x
Iim — = Iim L =0.
r—4oco I z—+oo 1

Asi, y = 0 es una asintota horizontal en +oco. Al existir esta asintota horizontal, no hay asintota oblicua en ese
extremo.

b) El signo de f’(z) determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento. Derivamos usando la regla del

cociente: (/) | |
r)r—INx —1inx
f'(@) = il | UL

x

€T

Como 22 > 0 entodo el dominio, el Unico punto critico se obtiene de 1—Inz = 0, es decir, = e. Comprobamos
el signo a ambos lados:
1-2

— <0.

F=1>0 ) =—

Por ello, f crece en (0,¢e) y decrece en (e, +o0). La derivada cambia de positiva a negativa en e, de modo que
alli hay un méaximo relativo, cuyo valor es f(e) = 1/e. En conclusién,

L. . 1 . .
maximo relativo en <e, ) ; creciente en (0,e), decreciente en (e,+o0).
(&

Opcion A - Ejercicio 2

La tangente a f(x) = ae® — bx es horizontal en x = 0 cuando la derivada se anula alli. Como f'(x) = ae* — b,
se obtiene
f(0)=a-b=0 = a=b.

Usamos ahora la condicion de la integral. Una primitiva de ae* — bx €s ae* — %x2, por lo que

1
/Olf(a:)dxz [aer—gxzhza(e—l)—;:e—z.

Sustituyendo b = a, queda a(e — 3) = e — 2. Dado que e — 2 # 0, resulta a = 1y también b = 1:

Opcidn A - Ejercicio 3

21 0
A=10 1 -1
0 2 4

a) Elrango de A — \I es tres cuando su determinante es distinto de cero. Calculamos dicho determinante:

det(A — AI) = (2 - )

1-x -1
2 4—- A

’ =2-N(1-XN(A-X)+2)=—-(A—2)*(A=3).
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Si A # 2,3, el determinante no se anula y el rango es 3. Para los valores que hacen cero el determinante
comprobamos el rango directamente:

0 1 0 1 1 0
A-2r=(0 -1 -1|, A-3r=[0 -2 -1
0 2 2 0o 2 1

En la primera matriz la tercera fila es —2 veces la segunda; en la segunda, la tercera es la opuesta de la
segunda. En ambos casos hay dos filas independientes, asi que el rango es 2. Por tanto,

3, A#2,3
rg(A _ AI) — bl # ) )
2, A=20X=3.
b) El sistema homogéneo (A — 2I)X = 0 se escribe
0 1 0 x 0
0 -1 -1 y| =10
0 2 2 z 0

La primera ecuacionday = 0, y la segunda, y+ 2 = 0, da z = 0. La variable x queda libre; todas las soluciones
son

’(m,y7z):(t,0,0)7 t e R.

Opcion A - Ejercicio 4

a) Escribimos la recta r en forma paramétrica. Tomando z = ¢, la condicion z + 2 = 1 da z = 1 — ¢, mientras
quey = —1:

r=1-—1,
r:ey=-—1, tGR, (Zr:(_]-aoa]-)
2z =1,

La otra recta ya esta en forma paramétrica y tiene vector director d, = (1,0,2). Estos vectores no son
proporcionales, asi que las rectas no son paralelas. Tampoco se cortan, pues todos los puntos de r tienen
y = —1, mientras que los de s tienen y = 2. En consecuencia, son rectas que se cruzan.

Para hallar la perpendicular comun, tomamos puntos genéricos
R(t) = (1—t,—1,t), SA) = (24+X,2,2+2)).
El vector que los une es
RS=5—R=(1+A+t3 24211
En la perpendicular comun, este vector debe ser perpendicular a los directores de ambas rectas. Por tanto,

RS-d.=14+A—2t=0, RS-d.=5+5\—t=0.

De la primera ecuacion, ¢t = (1 + A)/2. Al sustituir en la segunda se obtiene A = —1, y entonces ¢t = 0. Los
puntos correspondientes son R = (1,—1,0) y S = (1,2,0). Al restar sus coordenadas, S— R = (1 —1,2 —
(—=1),0 —0) = (0,3,0); por eso el segmento tiene direccion (0,1,0). Asi, la perpendicular comun, expresada
en forma paramétrica, es

r=1,
C:qy=—14p, neR.
z =0,

b) La distancia entre las rectas es la longitud del segmento perpendicular comun RS:

d(r,s) = ||S — Rl = /1 —1)2+ (2 (-1))2 + (0 - 0)2 =3].

Opcion B - Ejercicio 1

La funcion f(z) = 2 + ax? + bx + ¢ es polindmica, asi que su dominio es R. La tangente horizontal en z = 1
impone f/(1) = 0. Para que (—1,5) sea un punto de inflexion, debe cumplirse f”(—1) =0y, ademas, f(-1) = 5.
Calculamos:

f'(x) = 32% 4+ 2ax + b, " (x) = 6x + 2a.
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Las tres condiciones dan el sistema
3+2a+b=0, —6+2a=0, —1+a—-b+c=5.

De la segunda ecuacion, a = 3; sustituyendo en la primera, b = —9. Finalmente, la tercera queda 11 + ¢ = 5,
luego ¢ = —6. La funcioén es

f(z) = 2® + 322 — 92 — 6.

Ademas, f'(x) = 6 # 0, por lo que la segunda derivada cambia de signo al pasar por x = —1; se confirma
que el punto es de inflexion.

Opcion B - Ejercicio 2

Como m > 0, el denominador m? es positivo. Los ceros de

3z(2m — x)
m3

fx) =

son z =0y x = 2m; entre ellos la funcion es positiva y fuera de ese intervalo es negativa. El recinto acotado
con el eje OX esta, por tanto, entre esos dos ceros, y su area es la integral de f:

2m 3 3
3z(2m — ) 1 5 312m _ 12m° —8m

Asi, el area del recinto es

A = 4m3.
Opcion B - Ejercicio 3
La matriz de coeficientes y la ampliada son
1 A+1 1 1 A+1 11
Av=10 x 1|, Aa=[0 x 1]0
0 A A 0 A Al A

a) El determinante de A, es
detAdy =2 - A=A\ —1).

Si A # 0,1, el determinante es no nulo, luego rg(A4,) = 3. Como hay tres incégnitas, Rouché-Frobenius
asegura que el sistema es compatible determinado.

Para A = 0, las ecuaciones sereducenaz+y+2z =1,z = 0y 0 = 0. En la matriz de coeficientes, las
dos primeras filas son independientes y la tercera es nula, asi que su rango es 2; en la ampliada ocurre lo
mismo. Por Rouché-Frobenius, al coincidir ambos rangos y ser menores que las tres incognitas, el sistema
es compatible indeterminado.

Para \ = 1, la segunda y la tercera ecuacion tienen el mismo miembro izquierdo y + z, pero sus miembros
derechos son distintos: 0y 1. El sistema es incompatible; equivalentemente, rg(A4;) = 2 y rg(A}) = 3. En
resumen,

A#£0,1|SCD
A=0 | SCI
A=1 | S

b) Para A\ =0, ya sabemos que z =0y = +y = 1. Tomando y = t, se obtiene la familia

](x,y,z) =(1-tt0), teR

c) Para )\ = 0, todas las soluciones tienen z = 0, y para A = 1 no hay soluciones. Si A\ # 0,1, las ecuaciones
segunda y tercera implican
y+z=1, Ay +z=0.

Restando, (A — 1)y = —1,dedonde y =1/(1 — \) y z = —\/(1 — \). La condicién z = 2 conduce a

A
——— =2 = A=2.
1-A

Para ese valor, y = —1; en la primera ecuacién x + 3(—1) + 2 = 1, asi que z = 2. La solucién pedida es

A=2, (z,y,2)=(2,-1,2). \
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Opcidn B - Ejercicio 4

a) En un rectangulo, los lados opuestos son paralelos y @ tiene la direccion de BA. Calculamos BA =
A—-B=(1,1,0) — (2,2,1) = (—-1,—1,—1). Asi, la recta que contiene C y D tiene vector director paralelo a
(1,1,1). Como pasa por el origen, sus ecuaciones parametricas son

riey=t, teR.

b) Escribimos C = (t,t,t). Los vectores de dos lados que concurren en (B) son
AB=B-A=(1,1,1), BC=C-B=(t—2{-21t—1).
Como son lados consecutivos del rectangulo, son perpendiculares. Su producto escalar debe ser cero:
(1,1,1) - (t —2,t —2,t —1) =3t —5 =0,

porloquet =5/3yC = (5/3,5/3,5/3). El area del triangulo ABC' es la mitad del area del paralelogramo
generado por esos dos lados:

1 1 1 2
AABczinﬁx%H, BC = (_3, )

37

El producto vectorial es

AB x BC = (1,-1,0),

cuya longitud es v/2. Luego

2
Aapc = g

c) En un paralelogramo, las diagonales tienen el mismo punto medio; de forma equivalente, D = A+ C — B.
Sustituyendo las coordenadas conocidas:

5 95 5 222
D= (1,1 —— = —(2,2))=|(-,5,2)-
010+ (322 -ean-|(32.2)
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