PAU Madrid - Matematicas Il

Convocatoria de junio de 2010

Se desarrollan razonadamente las dos opciones del examen.

Opcion A - Ejercicio 1. Estudio, grafica y area
La funcion es )
x4+ 2 1
fla) = 2 +1 _1+x2+1'
Al ser racional con denominador siempre positivo, su dominio es R.
a) Crecimiento y decrecimiento. El signo de la derivada determina la monotonia:

2z

f(z) = —m~

El denominador es positivo, asi que f'(z) > 0siz < 0y f'(x) < 0 si x > 0. Conclusién. f es creciente en
(—o0,0) y decreciente en (0, +00).

b) Puntos de inflexién. Calculamos la segunda derivada y buscamos sus ceros:

[ (x) = 1) a L

(% +1)° V3

El numerador cambia de signo en ambos valores y el denominador siempre es positivo, asi que los dos son
puntos de inflexion. Sus ordenadas son
1 1 7
TS R

1:
V3 1+% 4

Conclusién. Los puntos de inflexion son (—%, g) y (%, g)

c) Asintotas y grafica. El denominador no se anula, luego no hay asintotas verticales. Ademas,

lim f(z) =1,

r—+oo

por lo que y = 1 es asintota horizontal en ambos extremos; al existir asintota horizontal, no hay oblicua. La
funcion es par, alcanza un maximo relativo y absoluto en (0, 2) y se aproxima a 1 por arriba en los dos extremos.

d) Area acotada. La recta y = z + 2 corta al eje z en z = —2 y a la curva cuando

2 +2

x2+1:x+2 — z@*+z+1)=0.

Como z% + = + 1 no tiene raices reales, el Unico corte entre la recta y la curva es (0,2). El contorno pedido
queda dividido en dos partes: la recta es el borde superior en [-2,0] y la grafica lo es en [0,1]. Ambas estan
por encima del eje de abscisas en esos intervalos:

0 1 2
e+ 2
A /_2(x+)x+/0 o

1
1 ™

=92 1+ ——)de=2+1+—.
+/o(+932+1)x + +4

Conclusion. El area del recinto es 3 + 7 unidades cuadradas.
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Opcion A - Ejercicio 2. Perpendicular comtin y distancia
Parametrizamos las rectas:
r:(x,y,2) =(0,1,—4) + (2,3, 1), s:(z,y,2) =(0,0,0) +u(1,1,4).
Un vector perpendicular a las dos direcciones es
i =(2,3,—1) x (1,1,4) = (13,-9, -1).

Para encontrar los puntos de corte de la perpendicular comun con ambas rectas, sean R € ry S € s. Impo-

nemos RS - (2,3,-1) =0y RS- (1,1,4) = 0. Laresolucion da t = — i y 4 = — 217 es decir,

R (282 172 863\ o (217 217 868
o 2517 2517 251 )° o 2517 2517 251/ °

ComoS—R= %1(13, —9,—1), la recta pedida pasa por Ry tiene direccion 7:

282 172 863
: =|-——=,——,— A(13,-9, -1 AeR
(o) = (o po e ) +A13. 9.1, A€

Conclusion. Esta es la recta perpendicular comun.

La distancia minima entre las rectas es la longitud de su perpendicular comun. También podemos calcularla
con el producto mixto, usando P = (0,1,—4) € r, @ = (0,0,0) € s y las direcciones @ = (2,3, -1), ¥ = (1, 1,4):

dr,s) = Q= P)-(@xD)| _0,-1,4)-(13,-9,-D)] _ 5
’ i > | V251 V251

L. . L s
Conclusién. La distancia minima es R

Opcidn A - Ejercicio 3. Sistema homogéneo

Un sistema homogéneo cuadrado tiene soluciones no triviales precisamente cuando su matriz de coeficientes
es singular. Calculamos

1 k -1
A=12 -1 2], detA = —(k —3)(2k +5).
1 -4 k
Por ello, existen soluciones no nulas parak =30k = —g.

Para k = 3, reducimos el sistema o resolvemos dos ecuaciones independientes. Se obtiene z = -2z e y = 1z.
Tomando z = 7t para evitar fracciones:

(xaya Z) = t(_5747 7)3 teR.

Conclusién. Los valores singulares son k = 3y k = —3; para k = 3, las soluciones son ¢(—5,4, 7).

Opcidn A - Ejercicio 4. Relacion matricial y potencia

1 1

La matrizes A = (1 9

). Calculamos su cuadrado:

s (2 -1

e(% ).
a+b a (2 -1
a —2a+b) \-1 5 )’

obtenemos a = —1y b = 3. Asi, A2 = —A + 3I.
Usamos esta relacion para las potencias sin multiplicar sucesivamente las matrices:

Al igualar con aA + bl,

At = (A?)? = (—A+31)2 = A —6A+ 91 = ~TA+ 121,
AP = A(=TA+121) = —TA® + 124 = 194 — 211.

Sustituyendo la matriz 4, Conclusion. A® = (Igz _1599>-
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Opcion B - Ejercicio 1. Continuidad, cortes y tangente

Para x > 0, la funcion es f(z) = f'[””, paraz <0, es f(z) =z +k.

a) Continuidad. En cada trozo la funcién es continua en su dominio. Solo hay que imponer continuidad en
x = 0. Por la derecha,
im Velng

r—0t 27

:0,

yaque v/zlnz — 0y 2* — 1. Como f(0) = k, la continuidad requiere k = 0. Conclusion. La funcién es continua
en R para k =0.

b) Cortes con los ejes. Con k = 0, eltramo z < 0 es f(z) =xyseanulaenz = 0.Paraz > 0, laraizy el
denominador son positivos, asi que los ceros proceden de Inz = 0, es decir, z = 1. El corte con el eje y se
obtiene en z = 0. Conclusidn. Los cortes con el eje x son (0,0) y (1,0); con el eje y, (0,0).

¢) Tangente en = = 1. Escribimos ¢(z) = \/zInz, de modo que f(z) = 27%¢(x). Como ¢(1) =0y ¢'(1) =1, la
regla del producto da f(1) =0y f'(1) = % La ecuacion punto-pendiente resulta

1
y—0:§(:6—1).

Conclusién. La tangente es y = 231,

Opcidn B - Ejercicio 2. Discusion de un sistema

Escribimos la matriz de coeficientes y la ampliada:

1 a -1 1 a —-1| a
A=1la 0 2|, A= a 0 2 | =2
1 0 1 1 0 1 |-2

El determinante es det A = —a(a — 2). Sia # 0,2, el determinante no se anula y el sistema es SCD. Para a =0,
el rango de A es 2 y el de la ampliada también es 2, asi que el sistema es SCI. Para a« = 2, la segunda fila
de coeficientes es el doble de la tercera, pero sus términos independientes no cumplen la misma relacion
(—2 #2(-2)); asi, rg(A) = 2y rg(A*) = 3, y el sistema es Sl. Conclusion. Es SCD sia # 0,2, SCl sia =0y Sl si
a=2.

Para a = 0, las ecuaciones sonx — 2z =0, 22 = -2y = + z = —2. De ellas se obtiene » = —1, x = —1, mientras
que y queda libre: Conclusién. La familia de soluciones es (z,y,z) = (—1,t,—1), cont € R.

Opcidn B - Ejercicio 3. Plano de dos rectas y distancia

Parametrizamos las rectas:
r: ('I, Y, Z) = (07 17 _1) + t(lv 2a _1)7 St (I, Y, Z) = (07 _27 3) + U(L 27 _1)

Tienen la misma direccién y son distintas, pues el vector entre sus puntos (0,—3,4) no es proporcional a
(1,2,—1). Por tanto, determinan un plano. Un vector normal es el producto vectorial de la direccion con el
vector que une los puntos:

(1,2,-1) x (0,-3,4) = (5,—4, -3).

Con el punto (0,1,—1) € r, la ecuacion general del plano queda
5z —4(y—1)—3(z+1) =0.
Conclusion. El plano determinado porry ses 5z —4y — 32+ 1= 0.
Para la distancia de A = (0,1, —1) a s, usamos un punto Sy = (0, —2,3) de la recta y su direccion v = (1,2, —1):

1(A = So) x @]

449 ="

Como A — S,

= —4), el producto vectorial es (5, —4,—3), de médulo 5v/2, y ||| = V6. Conclusién. La
distancia es 22
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Opcion B - Ejercicio 4. Volumen y simetria respecto de un plano

El plano pasa por P = (1,0,0), @ = (0,2,0) y R = (0,0, 3).
a) Volumen. Los vectores de posicion de los tres vértices, junto con el origen, determinan un tetraedro de
volumen

100
V=-l|det|{0 2 0] =1
0 0 3

=

Conclusién. El volumen es 1 unidad cubica.

b) Simétrico del origen. Por la forma de interceptos, el plano tiene ecuacion 6z + 3y + 2z — 6 = 0 y vector
normal 77 = (6, 3,2). El pie H de la perpendicular desde el origen al plano se obtiene con

6(0) +3(0)+2(0)—6 , 6 <36 18 12>'

H=0-— = (6.3,2) = 2= 2 =2
0 crere 030 ={19 11

El simétrico O’ tiene a H como punto medio de O0’, asi que O’ = 2H. Conclusién. El punto simétrico es

0" = (5% %)
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