PAU Comunidad Valenciana — Matematicas Il

Junio de 2012 - Convocatoria ordinaria

El examen permite elegir una de las dos opciones; aqui resolvemos ambas. En cada apartado explicamos qué hay que
encontrar, qué regla usamos y como sustituimos los datos. Cuando hay un parametro, comparamos los rangos para
saber si el sistema tiene una solucion, muchas o ninguna.

Opcion A
Problema A.1- Discusion de un sistema con parametro
El sistema es
2z + a?z =5,
Se:z+(l—a)y+z=1,
z+2y+a’z=1.

Su matriz de coeficientes y su matriz ampliada son

2 0 a? 2 0 a5
A, =1 1—-a 1 ,AZZ l1 1-aa 1|1
1 2 a? 1 2 a? |1

Determinante y casos del parametro. Para saber cuando el rango de una matriz cuadrada de orden 3 es 3,
calculamos su determinante. Desarrollamos por la primera fila:

l1—-a 1 o1 1—a
detAa=2‘ o2 + ) 5
=2(1-a)e® —2) +a*(1+ )
=—ao®+3a%—4
= —(a—2)%a+1).
Por tanto, el determinante se anula exactamente paraa = —1y a = 2. Sia # —1, 2, entonces

det A, # 0, de modo que rg(Aa) = 3. La matriz ampliada también tiene rango 3: no puede superar el
numero de filas y contiene a la matriz de coeficientes. Por Rouché-Frobenius,

rg(A,) = rg(A},) = 3 = numero de incognitas,

asi que para esos valores el sistema es compatible determinado (una solucion).
a) Resuelve el sistema para a = 0.
Al sustituir & = 0, la matriz de coeficientes queda

2 00 11
A0= 1 11 ,detA0=2‘2 0‘2—4#0
1 2 0

El sistema tiene solucién Unica. Resolvemos las ecuaciones en orden:

5
2x=5=>:1:=5,

5 3
$+2y=1=>5+2y=1=>y=—z,

T+ +z—1=>£—§—|—z—1=>z———
yrE= 2 4 °7 T

oun_ (2. 3 3
,y, - 2’ 4’ 4 .
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Asi, la solucion unica es
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b) Todas las soluciones cuando v = —1
Sustituimos el parametro en ambas matrices:

2 0 1 2 0 1|5
A;=1|1 2 1],A* ;=11 2 1]1
1 2 1 1 2 1|1
El determinante de A_1 es cero, asi que su rango es menor que 3. El menor de orden 2 formado por las
filas1y 2 y las columnas 1y 2 vale

‘20

=4 0.
12‘ 7

Luego rg(A_l) = 2. En la ampliada las filas 2 y 3 son iguales, incluidos los términos independientes, por lo
que su rango no supera 2; el mismo menor no nulo prueba que si es 2. Por tanto,

rg(A_;1) =rg(4*;)=2<3.
Por Rouché-Frobenius, el sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones). Resolvemos las dos
ecuaciones distintas. Tomamos z = ¢, cont € R:
5—1
2 7
5—t 3+t

T+2y+t:1$4y+t=—3=>y=— 1

La familia de todas las soluciones es

2c+t=0—x =

c) Determina el valor de o para el que el sistema es incompatible.
Solo hay que examinar los dos casos en que el determinante se anula.

Para a = —1 acabamos de comprobar que los dos rangos valen 2, asi que ese caso es compatible
indeterminado, no incompatible.

Para o = 2,
2 0 4
A, =11 -1 1], detd,=0.
1 2 4

El menor superior izquierdo de orden 2 es —2 7é 0; por ello rg(Az) = 2. En la ampliada tomamos las
columnas de x, Y y del término independiente:

2 0 5
1 —1 1|=2(=3)+5(3)=9#0.
1 2 1

Este menor de orden 3 muestra que rg(Aj3) = 3. Los rangos son distintos, por Rouché-Frobenius el

sistema es incompatible. La respuesta es

Problema A.2 - Interseccion de rectas, plano y distancia
Las rectas ya estan dadas en forma paramétrica:

w=1+2a, w:—]_’
r:yy=a, ro:qy=1+45,
z=2-—aq, z=—-1-—28.
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a) Punto de corte.

En el punto de interseccion las tres coordenadas de ambas rectas deben coincidir. Igualamos las
coordenadas x e y:

1+2a=-1=a=-1, -1=1+8=B=—2.

Comprobamos la tercera coordenada: 2 — (—1) = 3y —1 — 2(—2) = 3. Sustituyendo en cualquiera de
las rectas obtenemos

P=(-1,-1,3)|

b) Plano que contiene las dos rectas.
De las ecuaciones paramétricas leemos los vectores directores

dy = (2,1,-1), dy = (0,1, —2).

Un vector normal al plano es el producto vectorial de esas direcciones:

i j k
=dyxdy=1[2 1 —1|=(-1,4,2).
01 —2

La forma general de un plano de normal (a, b, ¢) que pasa por (g, Yo, 20) €S
a(x — zo) + b(y — yo) + ¢(z — 29) = 0. Usamos P = (—1,—1, 3):

—(z+1)+4(@y+1)+2(2-3)=0= |z —4y—22+3=0|

Comprobamos que las dos direcciones son paralelas al plano: 72 - (jl =-244—-2=0y
n-dy =4 — 4 = 0. Ademas, el plano pasa por P; por tanto, contiene ambas rectas.
c) Distancia de Q = (0,0,1) alarectars.

Para un punto @ y una recta que pasa por R con direccién d, la distancia es

_>
RQXJ‘

d(Q,r) = W

Tomamos R = (—1,1,—1), que pertenece a rg cuando 8 =0, y dy = (0,1, —2). Entonces

—
RQ=Q-R=(1,-1,2),
O B I
RQxdy=[1 -1 2/|=(0,2,1).
0 1 -2

La norma del producto vectorial es v/02 + 22 + 12 = +/5, y la del vector director es
1/02 4+ 12 + (—2)2 = /5. Por tanto,

d(Q,’I"z) = % =1
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Problema A.3 - Funcion logaritmica, tangente y area
La funcién es f(w) = 4x In z. El logaritmo natural solo existe si su argumento es positivo, asi que

Dom(f) = (0, +00).

a) Abscisa del minimo relativo.
Derivamos usando la regla del producto, (uv)' = v'v+ uv', y (Inz)' = 1/z:

flz) =4 (lna: + w%) — 4(lnz +1).

Igualamos la derivada a cero para hallar los puntos criticos:
1 1

4(nz+1)=0=lhhe=-1=z=e" =<

En el dominio no hay puntos excluidos. Comprobamos el signo a cada lado del punto critico:

Tabla de signos de f'(x)

Intervalo o punto  Sustitucionenlnz +1  Signo de f'(w) Conclusion
(0,1/e) z=e?: —24+1=-1 - Decrece
z=1/e f'(1/e) =0, cambiade -a + 0 Minimo relativo
(1/e,+00) z=1: mnl1+1=1 + Crece

El cambio de signo de negativo a positivo confirma un minimo. Su ordenada es

1 1 1 4
f(z)=4'z°1“(z)=‘z-

El minimo relativo esta en|(1/e, —4/e)|; la abscisa solicitada es |z = 1/e|

Comprobacion de asintotas. La Unica frontera finita del dominio es @ = 0. Como lim,_,¢+ zlnz = 0,

zliy%l+ b E)— zlir([)l+ 4zInz =0,

por lo que no hay asintota vertical en £ = 0. Cuando £ — +00, 4xInx — +00; no existe asintota
horizontal. Para que hubiera una oblicua, la pendiente m = lim,_, . o, f()/x tendria que ser finita; pero

m= lim 4lnz = 4+o0.
T—+00

Asi que no hay asintota oblicua. En conclusidn, la funcién no tiene asintotas.
b) Recta tangente en (1, 0).

Comprobamos que el punto pertenece a la curva: f(1) =4-1-In1 = 0. La pendiente de la tangente es la
derivadaenx = 1:

m=f(1)=4(n1+1) =4.

La formula de la recta por (2, yo) con pendiente m es y — yo = m(x — ¢). Sustituyendo (1,0) y

m = 4:
y—0-ia—1) — =51
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¢) Area entre la curva y el eje z, desde z = e hasta z = e?

En ese intervalo > 1, luego Inz > 0y la curva esta por encima de y = 0. El area entre dos curvas es la
integral de «funcion superior menos funcidén inferior»:

A=/ (4w1n:c—0) dx.

Desarrollamos la integral por partes, fud'v =uv — f'udu, eligiendo u = Inz, du = dz/z, dv =4z dz y

v = 2z2:
d
/4:1:1n:cda:=2w21na:—/2a:27m

=22%lnz — /2a:da:
=22%Inz — z% + C.

Evaluamos la primitiva en los limites, escribiéndolos junto al corchete:

A= [2z’Inz — 2] Zf
= (2(62)2 ln(ez) - (e2)2) — (262 Ine — 62)
= (4e* —e?) — (2¢? — €?)

= [3e* — €2 unidades?|.

|
1/e

(1',0) e e?
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Opcion B

Problema B.1- Ecuacion matricial y determinantes
a) Resuelve la ecuacion matricial.
La ecuacion del enunciado es

0 2 T 1
1 3 yl =1 3
-1 1 z -1

Al multiplicar cada fila por el vector incognita obtenemos el sistema

z+2z=1,
z+y+3z2=3,
r—y+z=-L
Definimos la matriz de coeficientes y la ampliada:
1 0 2 1 0 2|1
c=11 1 3|],C*=|1 1 3| 3
1 -1 1 1 -1 1| -1

La tercera fila de C es dos veces la primera menos la segunda, por lo que det C =0y rg(C) < 3.El
menor de orden 2 de las filas1y 2 y columnas 1y 2 es

1 0
M
asi que rg(C’) = 2. En la ampliada se mantiene la misma dependencia, ahora incluyendo el término
independiente:
2(1,0,2|1)—(1,1,3|3)=(1,-1,1| —-1).
Por ello rg(C*) = 2. Como
1g(C) =1g(C*) =2 <3,

Rouché-Frobenius clasifica el sistema como compatible indeterminado. Ponemos z = t. De la primera
ecuacion,

z=1-2t
Al sustituir en la segunda,
(1—2t)—|—y—|—3t=3=>y:2—t.

La tercera se satisface automaticamente por la dependencia ya comprobada. Todas las soluciones son

(z,y,2) = (1 —2t,2 —t,t), t e R.

b) Determinante de B, sabiendo que B es invertible y B2 = B.
La propiedad del determinante de un producto es det(XY) = det X det Y. Si llamamos d = det B, al
tomar determinantes en B2 = B obtenemos

det(B?) = det B = (det B)?> = det B = d* = d.

Entonces d(d — 1) = 0, asique d = 0 0 d = 1. Como B es invertible, su determinante no puede ser cero.

Por tanto,
[detB=1]
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¢) Determinante de A, con A2 — 97 = 0, Adeordendydet A > 0
Despejamos primero A2

A2 91 =0=— A%2=091I.

Tomamos determinantes en ambos lados. Como A es de orden 4, multiplicar la identidad por 9 multiplica su
determinante por 9%:

(det A)? = det(A?) = det(9I) = 9* = 6561.
Asi, det A = ++4/6561 = £81. El dato det A > 0 elige la solucion positiva:

derA=51)

Problema B.2 - Posiciones relativas de una recta y un plano

La recta se da como interseccién de dos planos. Para trabajar con ella, la pasamos a forma paramétrica.
Tomamos y = t:

Jr—2y—22=1,
“le+5y—2z=0.

Restando la segunda ecuacion de la primera,
—Ty—2z2=1—2=-1-Tt.
Sustituimos en & + 5y — 2 = 0:

z+5t—(—1-Tt)=0=—= 2 =—-1—12¢.

Por tanto,
z=-1-12,
r:qy=t, d. =(-12,1,-7).
z=-1-—Tt,

El plano ya esta en forma general:
m:2x+y+nz=np,

donde n,p € R.
a) Valores de n para los que la interseccion es un punto.
Sustituimos la recta paramétrica en el plano:

2(—1—-12t) +t +n(—1 - Tt) = p,
(—2—n)+(—23 — )t =p.

También podemos justificarlo con Rouché-Frobenius. El sistema formado por las dos ecuaciones de la
recta y la del plano tiene matriz de coeficientes y ampliada

1 -2 -2 1 -2 2|1
cC=|1 5 -1|,C*=|1 5 —-1]0
2 1 n 2 1 n |p
Calculamos el determinante de C"-
1 -2 -2
detC=|1 5 —-1|=17n+23.
2 1 n
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Si Tn + 23 # 0, los rangos de la matriz de coeficientes y la ampliada valen 3, igual al nimero de

23
incognitas; el sistema es compatible determinado y la recta corta al plano en un punto. Luego, |n # —7 .

b) Valores de n, p para que la recta esté contenida en el plano.

La recta queda contenida cuando todos sus puntos satisfacen la ecuacion del plano. En la expresion
obtenida por sustitucién, eso exige que el coeficiente de £ sea cero y que el término constante sea p:

23
23 9
=-2-n=-24+4—=—.

P 77

Comprobamos también los rangos. Paran = —23/7, el menor de orden 2 de las dos primeras filas y
columnas 1y 2 vale
1 -2
=7#0

asi que rg(C) = 2. Un menor de orden 3 de la ampliada, usando las columnas de z, y y el término
independiente, vale

1 -2 1
1 5 0/=7-9.
2 1 »p

Parap = 9/7 este menor se anula. Ademas, se comprueba la dependencia de la tercera fila de la ampliada:
9 5
(2,1,-23/719/7) = 7(1, =2, —2./1) + 7(1,5,—1 | 0).

Por tanto, rg(C*) = 2, igual al rango de C' y menor que 3. Por Rouché-Frobenius hay infinitos puntos
comunes: es la recta contenida en el plano. Asi,

- A
== P=.

c) Valores para que la recta no corte al plano.

Para que no haya puntos comunes, el determinante de C' debe ser cero, es decir, n = —23/7, y el sistema
debe resultar incompatible. En ese caso rg(C) = 2. La ampliada tendra rango 3 cuando el menor anterior
no sea cero:

9
7p—97éO=>p7é7.

Los rangos son entonces distintos, por Rouché-Frobenius el sistema es incompatible y la recta no corta al

plano:
23 9
n= —?, pGR\ {7}.

Problema B.3 - Areas para el diseiio de un escudo
El tridngulo tiene vértices A = (0,12), B = (—z,z%) y C = (z,z?%). Como C es el vértice de la derecha,
z > 0. La condiciéon 22 < 12 da el dominio geométrico

0<z<V12=2V3.

a) Area del triangulo en funcién de x.

La base horizontal BC va de — a x, asi que mide & — (—x) = 2z. La altura es la diferencia entre las
ordenadas de Ay de la base: 12 — x2. Usamos la formula del area de un triangulo, base por altura dividido
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entre 2: Ar(x) = w =12z — 23, para 0 < = < 24/3. Por tanto, | Ar(z) = 12z — z3|

b) Vértices para que el area del triangulo sea maxima.
Derivamos la funcién del area y buscamos los puntos criticos del dominio:

Al(z) =12 - 322, Aph(z) =0 =2 =4 — z = +2.

Como el dominio exige £ > 0, solo sirve £ = 2, que pertenece a (0, 2\/5) Comprobamos el signo a
ambos lados:

Intervalo o punto  Sustitucion en12 — 322 Signo Comportamiento

(0,2) z=1:12-3=9 + Crece
r=2 A%(2) =0, cambiade +a -0 Maximo
(2,2V3) x=3:12-27T=-15 - Decrece

Ademas, Ar(z) — 0 cuando 2 — 0%y cuando = — (24/3) ™. Por tanto, el méximo relativo es también
absoluto. Al sustituir £ = 2, las coordenadas son B = (—2,2%) = [(-2,4) |y C = (2,22) =((2,4) | EI

area maxima del triangulo vale Ap(2) =12-2-23 =24 -8 = | 16 unidades? |
2

c) Area de la superficieentrey = dyy =«

En el intervalo [—2, 2], la recta y = 4 es la curva superior y la parabola y = z? 1a inferior. El area se calcula
integrando «superior menos inferior»:

A5=f2(4—w2)dw.

-2

Integramos cada término, f4d:1: =4zy fa:2 dx = a:3/3, y evaluamos en los extremos:

37 z=2
As = l4:1: — :1,'_:|

1 2
= E - (——6) = % unidades? |.

A=(072)  basey=4

X
B=(-2,4) S C=(2,4)

y=x

d) Area total del escudo.
El tridangulo y la superficie afadida comparten Unicamente el borde y = 4, asi que el drea total es la suma
de las dos areas:

2 4 2
Atotal = A7(2) + Ag =16 + % = ?8 + 3? = % unidades?|.
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