Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il - PAU

Curso 2019--2020 - Convocatoria extraordinaria

Se desarrollan las diez preguntas del examen, aunque en la prueba bastaba con elegir cinco.

Bloque A

Ejercicio A.1- Discusion de un sistema con parametro
La matriz de coeficientes y el término independiente son

1 a 0 0
A=11 0 2 , b=10
1 a a+1 a

Calculamos el determinante para localizar los valores del parametro en los que puede cambiar el rango:

1 a 0 1 a 0
detA=1|1 0 2 |=10 —a 2 | =—-ala+1).
1 a a+1 0 0 a+1

Sia # 0, —1, el determinante no es nulo, por lo que el rango de A es 3; el sistema es compatible determinado.
Para a = —1, la primera y la tercera ecuacion tienen el mismo lado izquierdo, pero sus términos independi-
entes son distintos: la primera exige z —y = 0y la tercera x — y = —1. El sistema es incompatible.

Para a = 0, la primera ecuacion daxz = 0y las otras dos quedan z +2z =0y z + z = 0, de donde z = 0. La
variable y queda libre, asi que el sistema es compatible indeterminado. En el apartado b), la solucion es

’(x,y,z):(O,A,O), AeR.

En resumen: SCD sia #0,—1; Sl sia = —1; SCl sia = 0.
Ejercicio A.2 - Dominio, continuidad y asintotas
La funcion es .
4o — x
@)= 3z + x2 N

El denominador es z(x + 3), por lo que el dominio original excluye z =0y z = —3:
Dy =R\ {-3,0}.
Para z # 0 podemos simplificar el factor z:

4 — x2 5
= 4:_ 7_ .
@) =g+ S

Aunque la expresion simplificada tiene un valor finito en = = 0, ese punto no estaba en el dominio inicial. El
limite vale 4/3 + 4 = 16/3, de modo que asignar f(0) = 16/3 elimina la discontinuidad evitable.

En z = —3, el término —5/(z + 3) tiende a infinito con signos opuestos por cada lado; por tanto, z = —3 es
asintota vertical. En z = 0 el limite es finito, asi que no hay asintota vertical.

Cuando z — +oo, la funcion se comporta como —z + 7: sus limites son infinitos y no hay asintota horizontal.
La diferencia entre f(z) y —z + 7 es —5/(z + 3), que tiende a cero en ambos extremos. Por ello, la asintota
oblicua en +oco y en —oco es la misma.

16 . . .
f(0) = 3 para hacerla continua; = = —3 vertical; y = —z + 7 oblicua en ambos extremos.

Ejercicio A.3 - Tangente y drea
a) La pendiente de la tangente en z = —1 es f/(—1). Derivamos y calculamos el punto:

fl(x) = —42® + 322 + 42,  f(-1)=0,  f(-1)=3.

La ecuacion punto-pendiente, y — f(a) = f'(a)(xz — a), da

y=3(x+1).

Academia de Mateméticas, Fisica y Quimica - Clases individuales y grupales - Preparacioén Selectividad, PCE y +25 - tuprofealrescate.com



b) Factorizamos la funcién para saber en qué intervalo queda sobre el eje de abscisas:
flz)= =2 + 23 + 222 =222 —2)(z + 1).

Para = > 0, es positiva en (0,2) y negativa para = > 2. La Unica region acotada con el eje OX estéa entre los
cortesxz =0y x = 2. Asi, el area es

2
A :/ (—a* + 23 4 22?) dx
0

st

= Tt =

[x5 at 2x3]2__32 L 1644
0

A= % unidades cuadradas.

Ejercicio A.4 - Probabilidad total y Bayes

Sean C, Dy Llos sucesos «ir al rio Cuervo», «ir alas Hoces del Duratén» e «ir al Candn del rio Lobos», y sea R
el suceso «llueve». Las probabilidades de las excursiones son 0,40, 0,35 y 0,25. Sumamos las probabilidades
de los tres caminos que pueden producir lluvia:

P(R) = 0,40(0,50) + 0,35(0,60) + 0,25(0,45) = 0,5225.
Por complemento, P(R¢) = 1 — 0,5225 = 0,4775. Para hallar la probabilidad inversa del apartado b), usamos

Bayes:
P(CNR) 0,40(0,50) 80

P(C|R)= = = — =~ 0,3828.
(C1R) P(R) 0,5225 209
80
P(no llueve) = 0,4775; P(C|R)= b 0,3828.

Ejercicio A.5 - Estimacidn y distribucidn de la media
Sea X la longitud de escritura de un boligrafo, con desviacion tipica ¢ = 0,5 km. Para una confianza del
95,44%, el valor critico es z,_,/2 = 2. El error maximo al estimar la media es E = z0/,/n; imponemos que no
supere 0,05 km:
2(0,5)
vn

Si la media poblacional es 2 km y se eligen 16 boligrafos, la media muestral sigue X ~ N(2,0,5/V/16) =
N(2,0,125). Que entre todos escriban mas de 30 km equivale a X > 30/16 = 1,875. Tipificando,

2
1
<005 = n> — 400.
=5 ”-(0,05)

1,875 -2

P(X >1 =P|Z> —
(X > 1,875) ( > 0125

> = P(Z>—1)=d(1) ~ 0,8413.

]nmm —400;  P(longitud total > 30 km) ~ 0,8413. \

Bloque B

Ejercicio B.1- Ecuacion matricial e inversa
Para el apartado a), calculamos A? y lo igualamos a 5A — 41:

11 m+1 10 -4 m-4 0
A2=1o m? 01, A2—54=10 m?>-5m 0
5 —-m—1 6 0 4—-m —4

Para que esta matriz sea —41, las entradas fuera de la diagonal deben anularse; en particular, m —4 = 0. Con
m = 4, la entrada central es m? — 5m = 16 — 20 = —4, como se requiere. Por tanto, el Unico valor es m = 4.

Param =1, det A = 4 #£ 0, asi que la matriz es invertible. Su inversa es

Academia de Mateméticas, Fisica y Quimica - Clases individuales y grupales - Preparacioén Selectividad, PCE y +25 - tuprofealrescate.com



La comprobacion directa da AA~! = I,.

o=

[«
—_

m = 4; A1 =

m=1

=
—_
Bl O

Ejercicio B.2 - Region factible y extremos lineales
Reescribimos las desigualdades que delimitan S:

©>3, 0<y<15 yzs—g, y<z+10, y> 20— 20

La frontera inferior viene dada por y = 5 — z/2 hasta z = 10 y por y = 2z — 20 a partir de ahi; ambas rectas
se cortan en (10,0). La cota vertical x = 3 aporta los vértices (3,5/2) y (3,13). La cota superior y = 15 se
encuentra cony =2 + 10 en (5,15) y con y = 22 — 20 en (35/2,15). Asi, los cinco vértices son

(3,2), (3,13), (5,15), (2,15), (10,0).
La figura muestra el recinto delimitado por esos puntos:

Y

(5,15) (%,15)

(3,13) /

(10,0)

La funcion g(z,y) = = + y es lineal, asi que evaluamos en los vértices:

(z,y) | (3.3) (3,13) (5,15) (2,15) (10,0)
g(z,y) | H 16 20 & 10

11 5 65 35
Imin = b} en (3, 5)7 Jmax = 5 en (?7 15).

Ejercicio B.3 - Derivada y monotonfa
La funcion f(z) = 3(x + k)e~*/? esta definida para todo = € R, puesto que el factor exponencial existe para
cualquier real. Derivamos con la regla del producto:

f(z) = 3e7/2 — g(z + ke /2 = 2671/2(2 —x —k).

Una tangente horizontal en = = 1 requiere f/(1) = 0. Como e~'/2 # 0, debe cumplirse 1 — k = 0, luego k = 1.
El punto es f(1) = 6e~'/? y la tangente horizontal tiene ecuacion

y = Ge—1/2 = 6

N

Parak =1, f'(z) = %e—xm(l — x). El factor exponencial es siempre positivo, de modo que el signo depende
de 1 — z: la funcion crece siz < 1y decrece siz > 1.

’Crece en (—oo,1) y decrece en (1, +00). ‘
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Ejercicio B.4 - Probabilidad y sucesos independientes
Sean M el suceso «se estropea el microondas», H «se estropea el horno» y F' «se conserva la factura». Se
conoce P(M) = 0,02, P(H) = 0,05y M, H son independientes. Entonces P(M N H) = 0,02(0,05) = 0,001. La
probabilidad de que se estropee al menos uno es

P(MUH)=P(M)+ P(H)—-P(MNH)=0,02+0,05— 0,001 = 0,069.

La garantia se amplia cuando se estropea el microondas; en ese grupo, el 40% no guarda la factura, asi que
P(F | M) =0,60. La probabilidad conjunta pedida es

P(MNF)=P(M)P(F | M) = 0,02(0,60) = 0,012.

’P(al menos uno se estropea) = 0,069; P(MnNF)=0,012. ‘

Ejercicio B.5 - Intervalo para una media
La desviacion tipica poblacional conocida es ¢ = 7 litros. La media de los diez datos es

40+ 45+384+44+41+40+35+50+40+ 37 .
T = 10 = 41 litros.

Para un intervalo bilateral con desviacion tipica conocida usamos z + z,_,/20/y/n. Con confianza del 90%,
20,95 ~ 1,645'
7

41 + 1,645
V10

=41 + 3,6414.
Asi, el intervalo es (37,3586, 44,6414) litros.
En el apartado b), la longitud total del intervalo es 2z0/+/n. Con longitud 5, n =64y o = 7,

7 20
= Qz— = — =~ 2 .
5 28 == =z - ,857

La tabla normal da ®(2,86) ~ 0,9979, de modo que el nivel de confianza es 29(2,86) — 1 = 0,9958.

]1090% = (37,3586, 44,6414) litros;  C ~ 99,58%.
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