PAU Madrid - Matematicas Il

Convocatoria ordinaria 2019-2020

El examen permite escoger cuatro preguntas entre ocho. Se desarrollan todas para repasar el temario com-
pleto.

A.1. Discusion y resolucion de un sistema

La matriz de coeficientes y la ampliada son

1 a 1 1 a 1 |a+1
A=|—-a 1 -1], A= —a 1 —-1| 2a
0o -1 1 0o -1 1 a

El determinante de A localiza los valores en los que puede cambiar el rango:
detA =a(a+1).

Sia # 0,—1, el determinante no se anula, asi que rg(4) = rg(4*) = 3. Como hay tres incognitas, por Rouché-
Frobenius el sistema es compatible determinado.

Caso a = 0. El sistema queda

r+z=1,
yiz:07
-y+2=0.

Las dos ultimas ecuaciones son opuestas; la primera y la segunda son independientes, por lo que rg(A) =
rg(A*) = 2 < 3. El sistema es compatible indeterminado.

Caso a = —1. Las filas de coeficientes satisfacen k3 = 1 R, — 1 R,, asi que rg(A) = 2. Sin embargo, los términos
independientes no verifican esa misma relacion: (0) — (—2) = 1 # —1. Lo confirma el menor de la ampliada
formado por las columnas primera, segunda y de términos independientes:

1 -1 0
1 1 -2[=-4+#0.
D a1

Por tanto, rg(A*) = 3 £ rg(A) y el sistema es incompatible. Conclusién. El sistema es SCD si a # 0, —1, SCI si
a=0ySlsia=—-1.

b) Solucidn para a = 0
Cona=0,dey—z=0resultay =z Tomando z =t, la primera ecuaciondaz =1 —#:

(z,y,2) = (1 —t,t,t), teR.

Conclusién. Para a = 0, todas las soluciones son (1 —t,t,t), cont € R.
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A.2. Teoremas, tangente e integral

Las funciones f(x) = 23 + 322 — 1y g(z) = 62 son polindomicas, por lo que son continuas y derivables en todo
R.

a) Existencia de un punto donde £ y ¢ coinciden

Consideramos la diferencia h(z) = f(z) — g(z). Un cero de h es precisamente un punto donde f(z) = g(z).
Evaluamos en los extremos del intervalo:

h1)=14+3-1-6=-3<0,  h(10) = 1000+ 300 — 1 — 60 = 1239 > 0.

Como h es continua y cambia de signo en [1,10], el teorema de Bolzano garantiza un punto interior donde
h(z) = 0. Conclusidn. Existe al menos un ¢ € (1,10) tal que f(c) = g(c).

b) Tangente a f con pendiente minima
La pendiente de la tangente en la abscisa z es f'(x):

f'(x) = 32* + 6.
Para hallar su minimo estudiamos la funcion pendiente. Su derivada es
f"(x) = 6x + 6.

Es negativa paraz < —1y positivaparaz > —1, asique f’ decrece hastaxz = —1y crece después. La pendiente
minima se alcanzaen z = —1:

ff(-1)=3-6=-3, f(-1)=-1+3-1=1.
La recta tangente por (—1,1) con pendiente —3 es
y—1=-3(x+1).
Conclusién. La tangente de pendiente minima es y = —3x — 2.

¢) Integral definida

Como g(z) = 6z, descomponemos el cociente para integrar término a término:

2 2 3 2 _ 2
/f(x)dx:/ wdle/ (x2+3x1)d:c.
1 9(33) 1 6x 6./1 x

. ope 3 2
Una primitiva es 75 + % — % Inz. Evaluamos en los extremos:

2
/Zﬂx)dxz [x:))—l—x?—llnm]
1 1

g(z) 18 4 6
41 1
=— —-1In2
36 6

e . 41 1
Conclusioén. La integral vale %6 In2.
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A.3. Rectas y planos

La recta r es la interseccion de dos planos. Tomamosy =t;dex —y =2resultaz =t+2,yde 3z —z = -1
obtenemos z = 3t + 7. Por tanto,

T =241,
ridy=t, d, = (1,1,3).
z =17+ 3t,

La otra recta ya esta en forma paramétrica:

r=—14 2},
s:{y=—4—\ d, = (2,-1,1).
z= A,

a) Posicion relativa

Los vectores directores no son proporcionales. Para comprobar si las rectas son coplanarias, tomamos P, =
(2,0,7) ery Ps=(—1,-4,0) € s

P’r s:PS_P'I‘:(_1_27_4_070_7):(_37_4’_7)‘

El producto mixto es
(d, x d,)- PP, = (4,5,-3) - (=3, ~4,~T) = —11 £0.

Los vectores no son coplanarios, asi que las rectas no se cortan ni son paralelas. Conclusién. r y s son
alabeadas.

b) Plano perpendicular a » por P

Un plano perpendicular a una recta tiene como vector normal un vector director de dicha recta. Usamos
n=(1,1,3) y el punto P = (2,—1,5):

(x—2)+(y+1)+3(z—5)=0.
Conclusion. El plano pedido es z +y + 3z — 16 = 0.

¢) Plano paralelo a » que contiene a s

El plano debe contener la direccion d, de sy ser paralelo a la direccidn d,. de r. Un vector normal es el producto
vectorial de estas dos direcciones:
n=d, xds = (4,5,—3).

Lo hacemos pasar por P, = (—1,—4,0):
4(z+1)+5(y+4)—32=0.

Conclusién. Una ecuacion general del plano es 4z + 5y — 3z + 24 = 0.
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A.4. Probabilidad en lanzamientos sucesivos

Las probabilidades de acertar en los cuatro disparos son, respectivamente, 0,3, 0,4, 0,5 y 0,6. Cada una se
aplica si el globo sigue intacto hasta ese lanzamiento.

a) El globo explota antes del cuarto disparo

Es mas sencillo calcular el suceso complementario: que el globo no explote en ninguno de los tres primeros
intentos. La probabilidad de fallar esos disparos es

(1-0,3)(1-0,4)(1 -0,5)=0,7-0,6-0,5=0,21.
Por tanto,

P(explota antes del cuarto) =1 — 0,21 = 0,79.
Conclusién. La probabilidad pedida es 0,79.

b) El globo sigue intacto tras el cuarto disparo

Para que siga intacto, el arquero debe fallar los cuatro disparos. Multiplicamos las probabilidades sucesivas
de fallo:

P(intacto) =0,7-0,6-0,5- 0,4 = 0,084.
Conclusion. La probabilidad es 0,084.

¢) Exactamente seis globos explotados al primer disparo

El numero de aciertos en los primeros disparos de diez arqueros independientes sigue una binomial X ~
Bin(10,0,85). La probabilidad de exactamente seis aciertos es

10 41058004869
P(X =6) = ( 6 ) (0,85)6(0,15)* =

= 1024000000000~ »04010-

Conclusion. La probabilidad es aproximadamente 0,0401, es decir, un 4,01 %.
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B.1. Precios de tres tipos de pescado

Seand, I y r los precios, en euros por kilogramo, de la dorada, la lubina y el rodaballo. Una tonelada contiene
1000 kg; por eso, vender T toneladas a p euros/kg produce Tp/1000 millones de euros.

Precio del rodaballo

Los 7400 toneladas de rodaballo generaron 63,6 millones de euros:

7400 63,6 318
— — ! = — ) k .
000" 63,6 = r 7d 37 8,59 €/kg

La dorada se vendio a 0,11 €/kg mas que la lubina, asi que d = [ + 0,11. El valor restante de las ventas fue
275,8 — 63,6 = 212,2 millones. Luego

13740 23440
—— ([ +0,11) + ——1 =2122.
1000 (t+0.11) + 1000 ’

Despejamos:
37,181 = 212,2 — 13,74(0,11) = 210,6886,

1053443 268473
= 185000 ~ 5,67 €/Kg, d=1+0,11= 16475

Conclusioén. Los precios son: dorada ~ 5,78 €/kg, lubina ~ 5,67 €/kg y rodaballo ~ 8,59 €/kg.

~ 5,78 €/Kkg.
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B.2. Continuidad, derivabilidad y monotonia

La funcion esta definida a trozos por polinomios, asi que su dominio es todo R:

{(a:— 12, z<1,
(

r—1)3 x>1.

a) Continuidad en [—4, 4]

Cada expresion polinémica es continua en su tramo. El Unico punto que hay que comprobar es z = 1. Se tiene

f(1)y=o, lim (z —1)*> =0, lim (z —1)®=0.

r—1— z—1t

Los limites laterales coinciden con el valor de la funcion; por tanto, es continua en z = 1 y en todo [—4, 4].
Conclusioén. f es continua en todo el intervalo [—4, 4].
b) Derivabilidad y crecimiento

Derivamos cada expresion en su tramo:

En z = 1, las derivadas laterales son

f ()= lim 2(z—1) =0, fi(1) = lim 3(z —1)*>=0.

r—1— r—1t

Como coinciden y la funcién es continua, f es derivableen1y f/(1) = 0. En [-4, 1) la derivada es negativa; en
(1, 4] es positiva. Por ello decrece hasta 1y crece después; f(1) = 0 es un minimo. Conclusién. f es derivable
n [—4,4], decreciente en [—4, 1] y creciente en [1,4].

¢) Continuidad y derivabilidadde g = f"enz =1
La funcion derivada si esta definida en 1y queda

2x—1), =z<1,
g(x) = f'(&) = {0, z=1
3(x—1)2 x>1.

Sus limites laterales en 1son ambos 0, iguales a ¢(1); por tanto, g es continua. Para derivabilidad comparamos
las derivadas laterales de g:
g (1) =2, g (1) = lim 6(z—1)=0.
rz—1t
No coinciden, asi que g no es derivable en z = 1. Conclusién. g esta definida y es continua en 1, pero no es
derivable en ese punto.
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B.3. Proyeccion y planos

El plano es 7 : z + 2y — 3z — 4 = 0, con vector normal 77 = (1,2, —3).

a) Proyeccion de ¢ sobre 7

La proyeccion ortogonal de @ sobre el plano se encuentra desplazandose desde @ en la direccion normal.
Para un plano az + by + ¢z +d = 0:
n-Q+d._
— N
17212

AquiQ = (—=1,0,1),d= —4,7-Q — 4 = -8y ||| = 14. Por tanto,

H=Q-

—8 4 38 5
H=(=1,0,1) = 77(1,2,23) = (-1,0,1) + 2(1,2,-3) = <_7»7,—7>.

Se comprueba que sus coordenadas satisfacen z + 2y — 3z = 4. Conclusion. La proyeccion de Q sobre 7 es
38 5
(‘7’ 7 ‘7>'

b) Plano paralelo a 7 por P

Los planos paralelos tienen el mismo vector normal, asi que la ecuacion buscada es = + 2y — 3z + D = 0. Al
pasar por P = (-3,1,2):
-3+2-6+D=0 = D=T.

Conclusion. El plano paralelo es x + 2y — 32+ 7 = 0.

¢) Plano perpendicular a 7 que contiene Py Q

El plano debe contener el vector
PO=Q-P=(-1-(-3),0-1,1-2)=(2-1,-1).

Su vector normal debe ser perpendicular tanto a 1@ como al normal de «, porque los planos han de ser
perpendiculares. Tomamos su producto vectorial:

ﬁp =1 X ]% 3 (1727_3) X (27 _17_1> = (_57_57 _5)7
que es proporcional a (1,1,1). Por el punto P = (-3, 1,2):
(z+3)+(y—1)+(z2—2)=0.

Conclusion. El plano pedido es z +y + z = 0.
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B.4. Sucesos

a) Compatibilidad de C con AU B
Como C' es incompatible con Ay con B, secumple CNA =@y Cn B = . Por la propiedad distributiva,

CN(AUB)=(CNAU(CNB) =2.
Conclusion. C'y AU B son incompatibles.

b) Independenciade Ay B
Dos sucesos son independientes si P(AN B) = P(A)P(B). Aqui

P(A)P(B) =0,5-0,25 = 0,125 = P(AN B),
por lo que cumplen la condicién de independencia. Conclusion. A y B son independientes.

¢) Probabilidad de que no ocurra ninguno

Por De Morgan, AN B = AU B. Primero,
P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B) = 0,5+ 0,25 — 0,125 = 0,625.

Asi,
P(ANB)=1-P(AUB) =0,375 = %.

Conclusion. La probabilidad es g.

d) Probabilidad de 53 sabiendo que ocurrid A
Usamos la definicion de probabilidad condicionada:

— . _ PANB) PMA)-PANB) 05-0125 3
P(B|A)= PA) BA) = 05 =075 =7

Conclusion. La probabilidad pedida es %
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