Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il - PAU

Curso 2023--2024 - Convocatoria extraordinaria

Se resuelven las diez preguntas de las dos opciones del examen.

Bloque A

Ejercicio 1- Ecuaciones matriciales y potencias

Sean M = (z ll)) P= (_;) yN = (;). De M N = 2N se obtiene

—a+2b\ (-2 _ -
(—c—|—2>_<4)’ —a+2b=-2, c=-2.
£t _(—a+2c —a—3b\ (-1
(NM)+MP_(—b+2>+<—c—3 R

La segunda coordenada da —b—c—1 = 2; con ¢ = —2, resulta b = —1. La primera coordenada entonces da
—2a—1= -1, luego a = 0.

Ademas,

Para esos valores, M = <_02 _11> y

M2:(22 _31) =M +21.

De M? — M = 2I se deduce M(M — I) = 21, asique M~! = (M — I)/2. Para la tercera potencia usamos de
nuevo la relacién dada: M3 = M(M + 2I) = M? +2M = 3M + 2I.

a=0,b=—1c=-2 M'=("2 2}, wi-(2 P
) ) ) _1 0 3 _6 5 *

Ejercicio 2 - Integral y continuidad
a) Integramos /z = z'/? como potencia:

1 2 Yoo
/(\/E—a)dx:[x:%/z—ax} == —a.
0 3 0 93
Igualando al valor pedido, 2 — a = Z, obtenemos a = 0.

b) La Unica posible discontinuidad esta en = = 0. El limite izquierdo es —b y el valor y limite por la derecha son
2. Para continuidad debe ser —b = 2, es decir, b = —2. Con ese valor, las derivadas laterales son 2z|,_c =0y
3, que no coinciden. La funcion es continua, pero no derivable en 0.

a=0; b = —2 para continuidad, pero f no es derivable en 0.

Ejercicio 3 - Reconstruccion de una funcion y monotonia
a) Integramos la derivada, en su dominio z # 0:

f(a:)z/(—gclz—l—a)dx:i—kaa:—&—a

Usamos los dos puntos: 1 +a+C =3y 1/2+2a+ C = 7/2. Al restar se obtiene a = 1, y después C = 1. Por
tanto, f(z) =1/z+z + 1.
b) Para a = 1, el dominio sigue siendo R\ {0}. El signo de la derivada
1 2?2 -1

flla)=1- P
permite estudiar la monotonia. Los puntos criticos son x = +1; el signo es positivo si |z| > 1y negativo si
0 < |z| < 1. Asi, f crece en (—oo,—1) Yy (1,+c0), y decrece en (—1,0) y (0,1). Hay un méaximo relativo en
(—=1,-1) y un minimo relativo en (1, 3).

1
a=1,C=1; f(z)=—-+4+x+1; creceen (—oo,—1),(1,+00); decrece en (—1,0),(0,1).
X
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Ejercicio 4 - Asintotas y tangente

El dominio excluye los ceros del denominador: Dy =R\ {—2,2}. En ambos puntos el numerador no se anula.

Los limites laterales son ) )
lim f(z) =400, lim . f(z) = —o0,
T——2

r——2"
lim = — lim = .
[im_f (z) = —o0, im_f (z) = 400

asi que r = —2 y z = 2 son asintotas verticales. Como numerador y denominador tienen el mismo grado,

lim f(z)= lim f(z)=1,

T——00 T—>+00

y = 1 es asintota horizontal en ambos extremos y, al existir, no hay oblicua.
Enxz =1, f(1) =5/(—3) = —5/3. Derivando mediante la regla del cociente,

2z(z? — 4) — 2x(2? +4) 16z 16
/ /
= =— 1)=——.
/() e e =5
La recta tangente satisface y + 5/3 = — 13 (x — 1), por tanto y = 1=5¢.
. . 1-16
r = -2, x =2 verticales; y =1 horizontal; y=—3 °

Ejercicio 5 - Minimizacién con restricciones
Sean z,y los dos numeros. Buscamos minimizar S = = + y sujeto a

0<zy<10, 20-y<10, 3z+2y> 12

Como z,y > 0, se tiene 3z + 2y < 3z + 3y = 3S. La ultima restriccion obliga a 35 > 12, luego S > 4. El punto
(4,0) cumple todas las restricciones y alcanza esa cota: 2(4) — 0 =8 < 10y 3(4) 4+ 2(0) = 12. Por tanto, es el
minimo.

(@)= (&0); aty=4]

Bloque B

Ejercicio 6 - Sistema de ecuaciones
Sean g, p, v las cantidades de guitarras, pianos y violines. Las tres condiciones del enunciado dan

g+p+v="70, p+v=g, 49 + 2p + v = 180.

De las dos primeras ecuaciones resulta 2g = 70, luego g = 35y p + v = 35. La tercera se convierte en
2p + v = 40. Restando, p = 5, y asi v = 30.

35 guitarras, 5 pianos, 30 violines.

Ejercicio 7 - Discusién y resolucion de un sistema
La matriz de coeficientes es

2 1 3
A=1[3 1 1], detA ="7(a —3).
8 a 5

Sia # 3, el determinante es no nulo y, por Rouché-Frobenius, el sistema es compatible determinado. Paraa =
3, la tercera fila de la matriz de coeficientes es la primera mas dos veces la segunda; la misma combinacion
se cumple en los términos independientes (2 = 2 4+ 2 - 0). Por tanto, rg(4) = rg(4*) = 2 < 3 y el sistema es
compatible indeterminado.

Con a = 3, las dos primeras ecuaciones dan —z+2z =2y 3z+y+2z = 0. Tomando z = \, obtenemos z = 2\ —2
yy=6-—"7A\

’a#B:SCD; a=3:SCl, (z,5,2) = (2A—2,6 — T\, \), AeR.\

Ejercicio 8 - Probabilidad condicionada
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Sean N «el dia esta nublado» y F' «la temperatura baja de 10°». De la union,
P(NNF)=P(N)+ P(F) - P(NUF) = 0,50 + 0,07 — 0,35 = 0,22.
Para el apartado b), usamos el complementario de la union:

P((NUF)*) 1-035 0,65
P(Fe)  1-007 0,93

P(N°® | F°) = ~ 0,6989.

[P(NNF) =022 P(N°| F%) ~0,6989.

Ejercicio 9 - Intervalo y probabilidad de la media

a) Para estimar la media con desviacion tipica conocida, usamos & =+ z;_,/20/y/n. Con & = 65, 0 = 8, n = 20
Y 20,995 = 2,576:
8
65 4+ 2,576—— = 65 £ 4,606.
V20
b) La media de una muestra de 10 asignaturas tiene distribucién normal con media 67 y desviacidn tipica
8/+4/10. Los extremos 65 y 69 estan a 2 puntos de la media, por lo que

210 2410
8 8

P(65 < X < 69) = P( <zZ< ) = 28(0,79) — 1 ~ 0,5704.

| ICagy, ~ (60,394,69,606);  P(65 < X < 69) ~ 0,5704.

Ejercicio 10 - Probabilidad total y Bayes
Sean Ry, Rs, R3 los sucesos de que la renta mensual sea menor de 1500 euros, de 1500 a 3000 euros y

superior a 3000 euros, respectivamente; sea V que la familia viaje por vacaciones. La probabilidad del
primer grupo es 1 — 0,4568 — 0,2398 = 0,3034. Por probabilidad total,

P(V) = 0,3034(0,10) + 0,4568(0,40) + 0,2398(0,85) = 0,41689.

La probabilidad de viajar y tener ingresos superiores a 1500 euros suma los dos grupos correspondientes.
Aplicando Bayes,
0,4568(0,40) + 0,2398(0,85)  0,38655

P(RyURs | V) = —
(B2 URs [ V) 0,41689 0,41689

~ 0,9272.

]P(V) —0,41689;  P(renta > 1500 | V) ~ 0,9272.\
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