Lista de Exercicios e Gabarito - Numeros
Complexos

1. Operacoes Basicas com Numeros Complexos

Exercicio 1: Calcule a soma e a diferenca dos nimeros complexos z; = 3 + 44
e zo = b — 2i. Interprete o resultado graficamente no plano complexo.

Exercicio 2: Encontre o produto dos ntmeros complexos z; = 2 + 3i e
zo = 441. O que acontece com a magnitude e o argumento do niimero complexo
resultante?

Exercicio 3: Calcule o quociente ;—;, onde z1 =7+ 6ie 2z =2—14. Déa
resposta na forma a + bi e explique como a divisao de niimeros complexos pode
ser interpretada como uma rotacao e um redimensionamento no plano complexo.

Exercicio 4: Dado o nimero complexo z = 5+12¢, determine seu conjugado
Z e seu médulo |z|. Explique a relagao entre o niimero complexo e seu conjugado,
incluindo sua representagao grafica.

Exercicio 5: Resolva a expressao z1 X zo — 23, onde 21 = 241, 20 = 3 — 21,
e z3 = 4i. Interprete o resultado no plano complexo, considerando os efeitos de
cada operagao.

2. Representacao no Plano Complexo e Forma
Trigonométrica

Exercicio 6: Represente graficamente os nimeros complexos z; = 1+ 14, 2o =
—2+ 31, e z3 = —1 — 27 no plano complexo. Determine o médulo e o argumento
de cada numero e discuta as implicagoes desses valores na rotacao e na escala.

Exercicio 7: Determine a forma trigonométrica do niimero complexo z =
1 — V/3i. Especifique o médulo r e o argumento #. Explique como a forma
trigonométrica facilita operagoes como a multiplicacao e divisao de ntimeros
complexos.

Exercicio 8: Dado o nimero complexo z =4 - (COS 5 +isin %), converta-o
para a forma a + bi. Descreva a transformagao da forma trigonométrica para a
forma padrao.

Exercicio 9: Encontre as raizes quadradas do nimero complexo z = 9i us-
ando a forma trigonométrica. Discuta o significado das raizes no plano complexo
e como elas estao relacionadas ao niimero original.



Exercicio 10: Seja z = 3 + 4i. Determine 22 e 23 utilizando a forma

trigonométrica. Explique o que acontece com o médulo e o argumento do
numero complexo conforme ele é elevado a poténcias sucessivas.

3. Notacao Avangada: cis(f)

Exercicio 11: Expresse o niimero complexo z = 2 - (cos 7 +isin %) usando a
notacdo cis(f). Discuta as vantagens dessa notacao para operagoes com nimeros
complexos.

Exercicio 12: Calcule o produto dos ntimeros complexos z; = 3 - cis (%)
e 2y =2-cis (%) Escreva a resposta na forma trigonométrica e interprete o
resultado geometricamente.

Exercicio 13: Divida z; = 4 - cis (%) por zo = 2 - cis (%) e escreva o
resultado na forma trigonométrica. Explique o impacto da divisdo na magnitude
e na direcao do resultado.

Exercicio 14: Utilize a Férmula de De Moivre para calcular (1 + i)5. Es-
creva a resposta na forma a + bi e explique o processo passo a passo.

Exercicio 15: Dado o niimero complexo z = 2 - cis (%’T), encontre z* uti-
lizando a notagdo cis(f). Compare os resultados com a multiplicagdo direta

utilizando a forma a + bi.

4. Resolucao de Equacoes e Problemas Avancados

Exercicio 16: Resolva a equacdo quadratica z2 + 4z + 13 = 0 no conjunto dos
nimeros complexos. Dé as solugoes na forma a + bi e discuta a relevancia das
solugbes complexas em diferentes contextos.

Exercicio 17: Encontre todas as raizes ctibicas do niimero complexo z = 8.
Expresse as respostas em forma trigonométrica e explique como cada raiz estéd
distribuida no plano complexo.

Exercicio 18: Resolva o sistema de equacoes complexas:

21+22:4+2Z
21 —20=2—4

Encontre 21 e 25 e interprete os resultados geometricamente.

Exercicio 19: Um tridngulo no plano complexo tem vértices nos pontos
21 =0, 22 = 1, e 23 = 1 4+4. Determine o tipo de tridngulo (isésceles, equilétero,
ou escaleno) utilizando os nimeros complexos e suas representagoes no plano.
Justifique sua resposta.

Exercicio 20 (Desafio): Calcule a soma dos cossenos dos angulos 5°,
77°, 149°, 221° e 293° utilizando a notagao cis() e a Férmula de De Moivre.
Dica: observe que os angulos formam uma progressao aritmética e lembre-se
que cis(f).cis(a) = cis(0 + )



Gabarito

1. Operagoes Basicas com Nimeros Complexos

Resposta 1: z; + 20 = 8 + 24, 21 — 29 = —2 + 6i. Graficamente, o ponto
correspondente a soma 8 + 2i e a diferenga —2 + 67 podem ser interpretados
como vetores no plano complexo, somando e subtraindo as componentes reais e
imagindarias.

Resposta 2: z; X zo = 5 + 14i. A magnitude do produto é dada por
|z1] X |22|, e 0 argumento do produto é a soma dos argumentos de z1 e zs.

Resposta 3: % =4+ Ti. A divisdo de niimeros complexos pode ser vista
como uma rotagao (pelo argumento do denominador) e um redimensionamento
(pelo médulo do denominador) do numerador no plano complexo.

Resposta 4: Conjugado: 5 — 12i; Mddulo: |z| = 13. O conjugado de um
nimero complexo reflete o ponto no plano complexo em relacao ao eixo real.

Resposta 5: 23 X 29 — z3 = —10 4+ 7i. Cada operagao pode ser vista
como uma transformagao geométrica no plano complexo, com a multiplicagao
causando rotacao e dilatacao e a subtragao deslocando o ponto.

2. Representacao no Plano Complexo e Forma Trigonométrica

Resposta 6: Grafico representando z; = 1 414, 20 = —2 4 3i, 23 = —1 — 2i.
Médulo de z; = \/5, 2o = V13, z3 = /5. Argumento de z; = 1, 72 =
arctan (—%), zg = arctan(2) + 7.

Resposta 7: Forma trigonométrica: z = 2 (cos (—%) + 4 sin (—g)) A
forma trigonométrica permite realizar operagoes de multiplicagao e divisao mais
facilmente, usando somas e subtragoes de angulos.

Resposta 8: z = 2+ 21/3i. A transformacao da forma trigonométrica para
a forma padrao envolve a expansao dos termos cosf e sinf e a multiplicagdo
pelo moédulo.

Resposta 9: Raizes: V6 (cos % + 4 sin %) e V6 (cos %’T + 4 sin %’T) As raizes
estao igualmente espacadas no plano complexo em relagao ao nimero original.

Resposta 10: 2?2 = —7 + 24i, 23 = —117 + 44i. A medida que o ndmero
complexo é elevado a poténcias sucessivas, o modulo é elevado a poténcia e o
argumento é multiplicado pela mesma poténcia.

3. Notagao Avancada: cis(f)

Resposta 11: z =2 - cis (%) A notagao cis(f) simplifica a escrita e facilita o

calculo de produtos e poténcias de niimeros complexos.
Resposta 12: z; X 25 = 6 - cis (% + %) =6-cis (%) Geometricamente,

o produto de dois niimeros complexos pode ser visto como uma rotagao e uma
escala.

Resposta 13: z—; = 2-cis (%) A divisao de numeros complexos afeta
tanto a magnitude quanto o angulo do resultado, mantendo a relacao de escala

e rotagao.



Resposta 14: (1+i)° = 32i. Usando a Férmula de De Moivre, (\/5)5
cis (5- %) nos dé 32i.

Resposta 15: 2% =16 - cis (57) = 16 - cis (%). O resultado ¢ consistente
ao comparar com a multiplicagao direta na forma a + bi.

4. Resolucao de Equacoes e Problemas Avancgados

Resposta 16: Solugoes: z = —2 + 3i, 2 = —2 — 3i. As solugoes complexas sao
relevantes em varios contextos, como na fisica e na engenharia, onde modelos
precisam de solugoes no dominio dos nimeros complexos.
Resposta 17: Raizes cibicas: 2-cis (0),2 - cis (%’r) ,2-cis (%’T) Cada raiz
¢é igualmente espagada em torno do circulo unitario no plano complexo.
Resposta 18: 21 = 3 — i, zo = 1 + 3i. Geometricamente, os resultados
podem ser vistos como vetores no plano complexo, com a soma e a diferenca de

vetores resultando em novos vetores.

Solugoes Detalhadas dos Exercicios 19 e 20

Solucao do Exercicio 19: Para determinar o tipo de triangulo formado pelos
pontos z; =0, zo0 = 1, e z3 = 1 4+ 4, calculamos as distancias entre os vértices:

d12:‘22—21‘:‘1—0|:|1‘:1
d13:|23—Zl|:|(1+i)—0|:|1+i|:\/12+12:\/§

d23:|23—22|:|(1+Z)—1|:|Z|:1

Portanto, as distancias sao:

dig=1, diz=V2, doz=1

Como di3 = da3, o tridngulo é isésceles.

Solugao do Exercicio 20: Vamos calcular a soma dos cossenos dos angulos
5°, 77°, 149°, 221° e 293° utilizando a notagao cis(f) e a Férmula de De Moivre.

Primeiro, escrevemos a soma dos cossenos como a parte real da soma dos
nimeros complexos cis(6):

co8(5°%)+cos(77°)+cos(149°)4cos(221°)+cos(293°) = Re (cis(5°) + cis(77°) + ¢is(149°) 4 c¢is(221°) + cis(®

Note que os angulos 5°, 77°, 149°, 221°, e 293° formam uma progressao
aritmética com razao 72°. Podemos fatorar a soma como:

cis(5°) x (14 ¢is(72°) + cis(144°) + ¢is(216°) + ¢is(288°))



Agora, observamos que a soma 14 ¢is(72°)+cis(144°)+cis(216°) +cis(288°)
é uma soma de uma progressao aritmética de nimeros complexos. Podemos usar
a formula da soma de uma progressao geométrica:

an(r" —1)

5= r—1

onde r = ¢is(72°) e n = 5. Como 75 = ¢is(360°) = 1, temos:

~ cis(360°) — 1 0

= = =0
cis(72°) —1 1 —cis(72°)

Assim, a soma total é:
Re (cis(5°) x 0) =0

Portanto, a soma dos cossenos é 0.



