Aula de Introducao as Funcoes Matematicas

1 Objetivo da Aula

Nesta aula, vamos introduzir o conceito de func¢des matematicas, um dos pilares
mais importantes da matemdtica para o vestibular. Vamos explorar as princi-
pais funcoes, suas representagoes graficas e os topicos que costumam ser mais
cobrados em exames de vestibular no Brasil.

2 O que é uma Funcao?

Uma fungao é uma relagdo matematica que associa cada elemento de um con-
junto (dominio) a exatamente um elemento de outro conjunto (imagem). Em
outras palavras, para cada valor de entrada = (no dominio), existe um unico
valor de saida f(x) (na imagem).

2.1 Conceitos Chave

e Dominio: Conjunto de todos os possiveis valores de entrada x que podem
ser aplicados a funcéo.

e Imagem: Conjunto de todos os possiveis valores de saida f(z) que a

funcao pode produzir.

2.2 Exemplo

Considere a fungao f(z) = 2z + 3. Para cada valor de x que inserimos, a fungéo
gera um unico valor f(z). Por exemplo:

e Sexz =1, entdo f(1) =2(1)+3=5.
e Sex =—2 entdo f(—2) =2(-2)+3=-1.

2.3 Importancia

O conceito de fungao é fundamental em matematica, pois ele fornece uma
maneira de descrever como uma quantidade depende de outra. Fungoes sao
usadas em uma variedade de contextos, desde a fisica até a economia.



3 Notacao de Funcoes
A notagdo mais comum para uma funcao é f(x), onde:

e f é 0 nome da funcéo.
e r é a variavel independente ou entrada.

e f(x) é a varidvel dependente ou saida.

3.1 Interpretacao da Notacao

e f(x): Essa expressao é lida como ”f de x”, e representa o valor da funcéo
f correspondente ao valor x.

e Variavel Independente: E o valor que vocé escolhe para inserir na
fungao.

e Variavel Dependente: E o valor que a fungao retorna, dependendo do
valor da varidvel independente.

3.2 Exemplo Pratico
Seja f(x) = 322 — 2z + 1. Para calcular f(2), substituimos = por 2:

f(2)=3(22%-22)+1=34)—4+1=12—-4+1=9
Portanto, f(2) =9.

3.3 Importancia

Compreender a notacao de fungoes é essencial para trabalhar com qualquer tipo
de funcao, seja ela linear, quadratica, exponencial ou outra.

4 Dominio e Imagem de uma Funcgao

Dominio e imagem sao conceitos fundamentais para entender o comportamento
de uma funcao:

e Dominio: E o conjunto de todos os valores possiveis de x (varidvel in-
dependente) para os quais a funcao estd definida. Em outras palavras, o
dominio é o ”conjunto de entradas validas” da funcao.

e Imagem: E o conjunto de todos os valores possiveis de f (x) (varidvel
dependente) que a funcdo pode produzir. A imagem pode ser vista como
0 ”conjunto de saidas” da funcao.



4.1 Exemplo Pratico

Considere a fungdo f(z) = <.

e Dominio: Todos os numeros reais exceto x = 0, pois a divisao por zero
nao é definida.

e Imagem: Todos os niimeros reais exceto f(z) = 0, porque % nunca pode

Ser zero.

4.2 Visualizando Graficos

e No gréfico de uma funcao, o dominio corresponde aos valores no eixo x
(horizontal) onde a fungao é desenhada.

e A imagem corresponde aos valores no eixo y (vertical) que a fungao atinge.

Grafico de Fungoes Comuns
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4.3 Importancia

Saber determinar o dominio e a imagem de uma funcao é crucial, especialmente
ao trabalhar com fungoes mais complexas, como fungoes racionais ou radicais,
onde certos valores de x podem nao ser permitidos.

5 Funcoes Injetoras, Sobrejetoras e Bijetoras

As fungoes podem ser classificadas em injetoras, sobrejetoras e bijetoras, de-
pendendo da forma como os elementos do dominio sdo mapeados para o con-
tradominio.



5.1 Funcao Injetora

Uma funcdo é injetora (ou injetiva) se diferentes elementos do dominio sdo
mapeados para diferentes elementos do contradominio. Em outras palavras,

f(z1) = f(z2) implica que z1 = .

Funcao Injetora

5.2 Funcgao Sobrejetora

Uma fungao é sobrejetora (ou sobrejetiva) se todos os elementos do contradominio
sao mapeados por algum elemento do dominio. Isso significa que para todo
y € B, existe pelo menos um x € A tal que f(z) = y.
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Fungdo Sobrejetora

5.3 Funcao Bijetora

Uma fungao é bijetora (ou bijetiva) se ela é tanto injetora quanto sobrejetora.
Isso significa que cada elemento do dominio é mapeado para um elemento tnico
do contradominio e vice-versa.

Funcao Bijetora



Funcgoes bijetoras sao especialmente importantes porque elas tém inversas
que sao também funcgoes.

6 Tipos de Funcoes Mais Comuns

6.1 Funcao Linear
Uma fungao linear é uma das formas mais simples de funcao, expressa pela
equagao geral:
fl@)=azx+b
Aqui:

e a é o coeficiente angular, também conhecido como inclinacao da reta.

e b ¢ o coeficiente linear, que representa o ponto de intersegao da reta com
o eixo y (ou seja, o valor de f(z) quando = = 0).

6.1.1 Caracteristicas da Fungao Linear

e Inclinagao da Reta: A inclinagao a indica a taxa de variagao da funcao.
Se a > 0, a fungdo é crescente; se a < 0, a fungdo é decrescente. A
inclinagao representa a variacao de f(x) para cada unidade de z.

e Intersecao com os Eixos:

— Eixo y: A reta intersecta o eixo y no ponto (0, b).
— Eixo x: Para encontrar a interse¢ao com o eixo z, fazemos f(x) =0

e resolvemos para . Isso resulta em x = —g.

e Funcao Constante: Se ¢ = 0, a fungdo é uma constante f(x) = b,
representada graficamente por uma reta horizontal.

6.1.2 Grafico

Considere a funcdo f(x) =2z + 1. Aqui, a = 2, entao a inclinagdo da reta é 2,
indicando que para cada unidade que x aumenta, y aumenta em 2 unidades.



6.1.3 Exemplo Préatico de Fungao Linear

Imagine que vocé estd comprando magas, onde cada maca custa R$ 2,00. Se z
representa o nimero de magas, e f(z) o custo total, temos:

flx) =2z

Aqui, a inclinagao a = 2 representa o custo por maga, e como b = 0, a reta
passa pela origem (o custo é zero quando x = 0).
6.2 Funcao Quadratica
Uma funcao quadrética é expressa pela equacao geral:
f(z) =az® +bx+c
Aqui:
e a, b, e ¢ sdo constantes.

e a determina a concavidade da pardbola (para cima se a > 0 e para baixo
se a < 0).

e ¢ é o ponto de intersegao da parabola com o eixo y.

6.2.1 Caracteristicas da Funcao Quadratica

e Concavidade: A pardbola abre para cima se a > 0 (indicando um ponto
de minimo) e para baixo se a < 0 (indicando um ponto de maximo).

e Intersecao com os Eixos:

— Eixo y: A intersegdo ocorre no ponto (0, ¢).



— Eixo x: As raizes da func¢ao, ou pontos onde a parabola intersecta o
eixo x, sao encontradas usando a Férmula de Bhaskara:

—b+ Vb% —4dac
r= —-
2a
O discriminante A = b? — 4ac determina a natureza das raizes:

* A > 0: Duas raizes reais e distintas.
* A = 0: Uma raiz real dupla.
* A < 0: Nenhuma raiz real (raizes complexas).

e Vértice da Parabola: O vértice é o ponto de maximo ou minimo da
funcao e suas coordenadas sao dadas por:
—b
2a’

Ly Yo = f(z0)

Onde x, é a abscissa do vértice e y, é a ordenada do vértice.

6.2.2 Grafico
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6.2.3 Exemplo Préatico de Fungao Quadratica

Considere um lancamento de um objeto que segue uma trajetoria parabdlica.
Se a altura do objeto em funcao do tempo ¢ é dada por:

h(t) = =5t + 20t + 15
Aqui:

e a = —5 (o sinal negativo indica que o objeto eventualmente atinge uma
altura maxima e depois comega a descer).



e b =20
e ¢ =15 (a altura inicial do objeto).

Podemos encontrar o tempo em que o objeto atinge a altura maxima (vértice)
e quando ele retorna ao solo (raizes).
Vamos encontrar:

1. O tempo ¢, no qual o objeto atinge a altura mdxima (coordenada do
vértice).

2. As raizes da funcdo, ou seja, os tempos em que o objeto retorna ao solo.

6.2.4 Coordenadas do Vértice

O tempo t, em que o objeto atinge a altura méxima é dado pela férmula do
vértice:

—b
ty = —
2a
Substituindo os valores de a e b:
—20 —20
ty, = 72(_5) = =7 = 2 segundos

Para encontrar a altura méaxima hp s, substituimos ¢, = 2 na equagao orig-
inal:

h(2) = —5(2)* +20(2) + 15

h(2) = —5(4) + 40 4+ 15 = —20 + 40 + 15 = 35 metros

Portanto, o objeto atinge a altura maxima de 35 metros no tempo t = 2
segundos.

6.2.5 Raizes da Equacao (Pontos onde h(t) = 0)

As raizes da funcao quadratica podem ser encontradas usando a férmula de
Bhaskara:

‘o —b+ Vb% — dac
o 2a

Primeiro, calculamos o discriminante:

A = b — dac = 20* — 4(—5)(15)

A =400 + 300 = 700



Agora, substituimos os valores na féormula de Bhaskara:

,_ 20+ V700

-10
Simplificando:
—20 4+ 10v/7
t; = jil()\[ =2—-V7T~2-2,65~ —0,65 (ignorado, pois ¢t > 0)
—20 — 10v/7
ty = 7\[ = 2+\ﬁ%2+2,65 ~ 4,65 segundos

—10
Portanto, o objeto retorna ao solo apds aproximadamente 4,65 segundos.

6.3 Funcao Exponencial

Uma funcao exponencial é da forma f(z) = a - b", onde a e b sdo constantes,
e b > 0. A constante a representa o valor inicial (quando x = 0), e a base b
determina o comportamento da funcao.

6.3.1 Comportamento da Fungao Exponencial

e Crescimento Exponencial: Ocorre quando b > 1. A medida que z au-
menta, f(x) cresce rapidamente. Exemplos tipicos incluem o crescimento
populacional e o acimulo de juros compostos.

e Decaimento Exponencial: Ocorre quando 0 < b < 1. A medida que T
aumenta, f(x) diminui rapidamente. Um exemplo comum é o decaimento
radioativo.

6.3.2 Grafico




6.3.3 Propriedades Importantes

e Intersecao com o Eixo y: Independentemente de b, a fungao exponen-
cial sempre intersecta o eixo y em f(0) = a.

e Assintota Horizontal: Para x — —oo, a fungao exponencial tende a
uma assintota horizontal em y = 0, mas nunca a atinge. Ou seja, a fungao
se aproxima cada vez mais do eixo x (no qual y = 0), porém nunca o
atinge.

6.3.4 Exemplo Pratico

Se a = 1000 e b = 1,05, temos uma fungao que modela o crescimento de um
investimento de R$ 1000, com uma taxa de juros de 5% ao ano.

6.3.5 Exemplo de Funcao Exponencial

Considere f(x) = 2*. Esta fungao representa um crescimento exponencial, onde
o valor da funcao dobra a cada unidade de =x.

6.3.6 Aplicagoes das Fungoes Exponenciais

1. Crescimento Populacional: Suponha que a populagao de uma cidade
dobre a cada 20 anos. Se a populagao inicial é de 10.000 habitantes, isso
pode ser modelado pela funcio f(t) = 10000 - 2¢/2° onde ¢ é o tempo em
anos.

2. Juros Compostos: O valor de um investimento com juros compostos
pode ser modelado por uma funcao exponencial. Se vocé investe R$ 1000
a uma taxa de juros anual de 5%, apds ¢ anos, o valor do investimento é
f(t) = 1000 - (1,05)*.

3. Decaimento Radioativo: A quantidade de uma substancia radioativa
decresce exponencialmente com o tempo. Se vocé comega com uma quan-
tidade Qo de material radioativo, a quantidade restante apds t anos pode

ser modelada por Q(t) = Qo - (%)t/T, onde T é a meia-vida da substéancia.

6.4 Funcao Logaritmica e Resolugao de Equagoes Expo-
nenciais com Logaritmos
As fungbes logaritmicas sdo a inversa das fungbes exponenciais. A fungéo

logaritmica de base a é definida como f(x) = log,(z), onde x > 0 e a > 0,
a# 1.

Equagoes exponenciais muitas vezes requerem o uso de logaritmos para serem
resolvidas, especialmente quando precisamos encontrar o valor da varidvel x em
uma fungao exponencial.
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6.4.1 Definicao de Logaritmo
O logaritmo de um nimero é o expoente ao qual a base deve ser elevada para
produzir aquele nimero. Matematicamente:
log;, (y) = x se e somente se b” =y

Aqui, b é a base do logaritmo, y é o valor que obtemos ao elevar a base b a
poténcia x.
6.4.2 Grafico

1 .

f(x)

0.5+

—-0.5 ¢

|— f(z) = log() |

—1

6.4.3 Exemplo de Solucao de Equacao Exponencial

Considere a equagao:

2* =38

Podemos resolver essa equagao reconhecendo que 8 pode ser escrito como
23

2° =27
Como as bases sao iguais, podemos igualar os expoentes:

z=3

Agora, considere a equagao 2% = 10. Neste caso, 10 nao pode ser expressado
como uma poténcia de 2, entao usamos logaritmos:

x = log,(10)

Como muitas calculadoras nao possuem logaritmo na base 2, podemos usar
a mudanga de base:

11



log(10)
log(2)

€r =

Calculando:

L L0000
~0.3010

3,32

Portanto, 2332 ~ 10.

6.4.4 Interpretagao Pratica

e Juros Compostos: Se queremos saber em quantos anos ¢ um inves-
timento de R$ 1000 duplicard com uma taxa de juros de 5% ao ano,
resolvemos a equacao:

1000 - 1,05 = 2000
Dividindo ambos os lados por 1000:
1,05 =2
Aplicamos o logaritmo para resolver:

_log(2) _0,3010
~ log(1,05) ~ 0,0212

~ 14,2 anos

Isso significa que levard aproximadamente 14,2 anos para o investimento
dobrar de valor.

7 Principais Tépicos para o Vestibular

Nesta secao, vamos explorar os conceitos-chave relacionados as fungdes matematicas
que sao frequentemente abordados nos vestibulares. Vamos discutir a importancia
de compreender os zeros da fungao, as intersegoes com os eixos, o comporta-
mento de crescimento e decrescimento, e como identificar os pontos de maximo

e minimo.

7.1 Zeros da Fungao (Raizes)

Os zeros de uma fungao, também chamados de raizes, sao os valores de x para os
quais f(z) = 0. Em termos grificos, esses pontos correspondem as intersegoes
da curva da fungao com o eixo z.

e Funcado Linear: Para a fungdo linear f(z) = ax + b, a raiz pode ser
encontrada resolvendo a equagao:

b
ar+b=0=>z=——
a
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e Funcgdo Quadréatica: Para uma funcio quadrética f(z) = ax? + bx + c,
as raizes sao encontradas usando a férmula de Bhaskara:

. —b 4+ Vb% — dac
- 2a

7.1.1 Importancia no Vestibular

Muitas questoes de vestibular pedem para encontrar as raizes de fungoes. Isso
pode ser feito tanto algebricamente quanto graficamente. E crucial dominar
a técnica de resolugao de equacgoes quadraticas e entender como as raizes se
relacionam com a parabola.

7.2 Intersecao com os Eixos

A interse¢do de uma fungdo com os eixos z e y é fundamental para entender o
comportamento grafico da funcgao.

e Eixo x: Como mencionado anteriormente, as interse¢oes com o €ixo x sao
os zeros da fungao. Elas ocorrem onde f(z) = 0.

e Eixo y: A interse¢do com o eixo y ocorre quando x = 0. Para qualquer
funcdo f(x), a interse¢do com o eixo y é dada por f(0).
7.2.1 Exemplo Pratico
Para a funcao f(z) = 2? — 4x + 3:
e Intersecao com o eixo x: As raizes sdo x1 =1 e x5 = 3.

e Intersecao com o eixo y: O valor é f(0) = 3.

7.2.2 Importancia no Vestibular

Saber identificar essas intersecoes ajuda a desenhar graficos rapidamente e en-
tender o comportamento da funcao. Muitos problemas de vestibular pedem
para os alunos identificarem esses pontos sem desenhar o gréfico.

7.3 Crescimento e Decrescimento

O comportamento de uma fungdao em termos de crescimento e decrescimento é
determinado pela inclinagao da curva ou da reta.

e Funcao Linear: A fungao f(z) = ax+b é crescente se a > 0 e decrescente
se a < 0.

e Funcgado Quadréatica: A funcio f(z) = az? +bx +c é:

— Crescente quando x estd a direita do vértice, se a > 0, ou a esquerda
do vértice, se a < 0.

— Decrescente quando x estd a esquerda do vértice, se a > 0, ou a
direita do vértice, se a < 0.
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7.3.1 Como Identificar no Grafico

e Funcao Linear: Observe a inclinagao da reta. Se a reta sobe para a
direita, a fungao é crescente; se desce, é decrescente.

e Funcao Quadratica: Observe o sentido da abertura da parabola. Se
abre para cima e o vértice é um ponto minimo, a funcao cresce apds o
vértice.

7.3.2 Importancia no Vestibular

Questdes sobre monotonicidade (crescimento/decrescimento) sdo comuns e ex-
igem uma compreensao sélida de como a derivada (ou a inclinagao no caso linear)
afeta o grafico da funcao.

7.4 Maximos e Minimos

Os pontos de maximo e minimo de uma funcao sdo pontos criticos onde a fungao
atinge seu valor maximo ou minimo local.

e Funcao Linear: Uma fungdo linear ndo tem maximos ou minimos locais
porque sua inclinagao é constante.

e Funcgdo Quadréatica: A funcio quadratica f(z) = ax? + bx + ¢ atinge:

— Um minimo no vértice se a > 0.

— Um maéaximo no vértice se a < 0.

7.4.1 Para Determinar o Valor do Vértice (z,,y,)
_ b
24’

Yo = f(@y)

Ly
7.4.2 Exemplo Pratico
Para a fungao f(z) = —5t% + 20t + 15:

e Vértice: O vértice ocorre em t = 2 segundos, onde h(2) = 35 metros,
representando a altura maxima.

7.4.3 Importancia no Vestibular

Muitas questoes envolvem identificar pontos de maximo ou minimo, especial-
mente em contextos de otimizacao, como maximizar lucros ou minimizar custos.

14



8 Dicas para o Vestibular

e Pratica: Resolva muitos exercicios que envolvam encontrar raizes, in-
tersegoes, e analisar crescimento/decrescimento para ganhar confianga.

e Visualizagao Grafica: Sempre que possivel, desenhe o grafico da fungao.
Mesmo um esbogo réapido pode ajudar a visualizar onde estao as in-
tersegoes e como a fungao se comporta.

e Interpretagao Contextual: Muitos problemas de vestibular colocam
funcoes em contextos do mundo real, como movimento de projéteis, cresci-
mento populacional, ou finangas. Certifique-se de entender como os con-
ceitos de méaximo, minimo, crescimento e decrescimento se aplicam nessas
situagoes.

9 Exercicios Praticos

Exercicios e resolucao estarao em um PDF separado.

10 Conclusao

Funcoes sao uma parte fundamental da matematica e sdo amplamente cobradas
nos vestibulares. Entender os diferentes tipos de fungoes, seus gréficos e as
propriedades béasicas é essencial para se sair bem em questoes de matematica.
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