Aula sobre Polinomios

Objetivo da Aula

Nesta aula, exploraremos o conceito de polindmios, fundamentais na &lgebra
e em muitas outras dreas da matemadtica. Discutiremos suas propriedades,
operacoes basicas, fatoracao, divisibilidade, e as relacoes entre coeficientes e
raizes. Além disso, abordaremos o comportamento dos polindémios em relagao
a numeros complexos e apresentaremos uma se¢ao avangada sobre a criagao de
polindmios auxiliares.

1. Forma Geral de um Polin6mio
Um polindmio de grau n em uma variavel  é uma expressao da forma:
P(z) = apz" + ap_12" ' 4+ arx +ag
onde:
e n é o grau do polindémio, que corresponde ao maior expoente de x.

® 4y, 0n_1,--.,01,00 S0 0s coeficientes, com a, # 0. O coeficiente a,, é
chamado de coeficiente lider.

e 1 é a variavel.

Exemplo: Considere o polinomio P(x) = 223 — 422 + 3z — 5. Aqui:

e O grau do polinémio é 3, porque o termo com o maior expoente é 2x3.
e O coeficiente lider é 2.

e Os coeficientes sao 2, -4, 3, e -5.

O que é uma raiz de um polinémio?

Uma raiz de um polindémio P(z) é um valor de z para o qual P(x) = 0.
Em outras palavras, se substituirmos x pela raiz no polinémio, o resultado serd
zZero.

Exemplo: Para o polindmio P(r) = 22 — 5 + 6, = 2 é uma raiz porque:

P(2)=2>-52)+6=4—-10+6=0

O mesmo vale para x = 3, que também é uma raiz.



2. Nuimero de Raizes e Raizes N-uplas

2.1 Ntumero de Raizes de Acordo com o Grau

O Teorema Fundamental da Algebra afirma que um polindémio de grau n tem ex-
atamente n raizes (considerando suas multiplicidades) no conjunto dos nimeros
complexos.
Exemplo: Considere o polinémio P(x) = 23 —6x2+11x—6. Para encontrar
as raizes, podemos fatorar o polinémio ou usar métodos numéricos.
Fatorando:
P(2) = (@ — 1)(z — 2)(« - 3)

Asraizessdor =1,z =2, e x = 3.
Para verificar:

P(1)=(1-1)(1-2)(1-3)=0
P2)=(2-1)(2-2)(2-3) =0
PB)=3B-1)(3-2)(3-3)=0

Portanto, essas raizes sao validas.

2.2 Raizes N-uplas

Uma raiz r é chamada de raiz n-upla se r aparece n vezes na fatoracdo do
polinémio. Isso ocorre quando podemos dividir um polinémio por um fator
linear (x — r) e o polinémio resultante ainda tem r como raiz.

Exemplo: Considere o polinémio P(z) = (z — 2)3(z +1). Aqui, z = 2 é
uma raiz tripla, porque:

Pa)y=(xz—2)x(x—2)X (z—2) x (x+1)
Dividindo P(x) por (x —2), obtemos (z —2)?(z + 1), que ainda tem 2 = 2 como
raiz.
2.3 Como Obter as Raizes de um Polinéomio
A obtengao das raizes de um polinémio depende do grau do polinémio e dos
métodos disponiveis. Vamos explorar algumas das abordagens mais comuns:
Polinémios do Segundo Grau e a Formula de Bhaskara

Para polinémios do segundo grau, da forma ax? + bz + ¢ = 0, podemos utilizar
a férmula de Bhaskara para encontrar as raizes:

. —b+Vb% — dac
o 2a
Onde:

e a, b, e c sao os coeficientes do polinomio.



e A = b2 — 4ac é o discriminante.

Exemplo: Considere o polinomio P(x) = 222 — 4z —6. Aplicando a férmula
de Bhaskara:
A = (—4)% —4(2)(—6) = 16 + 48 = 64

L_AEVeL 4+
T4 4

As raizes sao xr =3 e x = —1.

Polinémios de Grau Maior que 2

Para polindémios de grau maior que 2, como P(z) = ax™ + --- + ag, ndo existe
uma férmula geral simples como a de Bhaskara. No entanto, ha varios métodos
que podemos utilizar:

1. Fatoragao e Divisao por Raizes Encontradas: Se conseguimos
encontrar uma raiz r de P(z), podemos dividir o polinémio por (z — r) para
reduzir seu grau e entao continuar o processo para encontrar as demais raizes.

Exemplo: Para o polinémio P(x) = 23 — 62% + 11z — 6, sabemos que z = 1
é uma raiz. Dividimos P(x) por (x — 1), obtendo Q(x) = 22 — 5x + 6. Agora
podemos usar Bhaskara para encontrar as raizes de Q(z), que sdox =2 ex = 3.

2. Resolucao de Equacgoes na Forma az?" 4 ba™ + c: Para equacdes da
forma ax?" +bx™ + ¢ = 0, podemos simplificar o problema substituindo y = z",
transformando a equacao em uma de segundo grau:

ay? +by+c=0

Resolvemos para y usando Bhaskara e depois encontramos as raizes para = a
partir de y.
Exemplo: Considere P(z) = z* — 52 + 6. Substituindo y = 22, temos:

y> —5y+6=0
Aplicando Bhaskara:
A= (-5)?2-41)6)=25-24=1

_5+V1 541
22

As solucoes sdo y = 3 e y = 2, e entdao x> = 3 e 22 = 2, resultando em = = £/3

ex=+2.

3. Relacoes de Girard

As relacgoes de Girard relacionam as raizes de um polinémio com seus coefi-
cientes. Para um polinémio de grau n com raizes r1,7s,...,7, € coeficientes
ag, @1, - - -, 0y, temos:



Qp—1

T Ty, = —

(275
Ap—2
rire +7r1r3 + o+ 1Ty =
n
An—3
rirers + -+ Tp_2Tn_1Tn = —
Ap,
agp
o n
rire ...y = (—=1)"—
Gnp,

Essas relagoes indicam:
e A soma das raizes é relacionada ao coeficiente a,_1.

e O somatorio dos produtos das raizes tomadas de dois em dois é relacionado
ao coeficiente a,_s.

e E assim por diante, até chegarmos ao produto de todas as raizes, rela-
cionado ao termo constante ag.

Exemplo: Considere o polinomio P(z) = 2% — 622 + 11z — 6. As relacoes
de Girard sao:
r1+ry+1r3 =06

r172 + rorg +1r3ry = 11
rrorsy = 6

Substituindo as raizes r1 = 1, ro = 2, r3 = 3, verificamos que:
1+4243=6, 1x24+2x3+3x1=11, 1x2x3=6

Essas relagoes confirmam a validade das raizes.

4. Fatoracao e Divisao de Polindmios

4.1 Divisibilidade e Fatoracao de Polinémios

Se dois polinémios P(x) e Q(x) tém as mesmas raizes, P(z) pode ser dividido
por Q(z). A divisibilidade de polinémios é usada para simplificar polindémios
ou encontrar fatores comuns.

A fatoragao de polinémios envolve expressar um polinémio como o produto
de polindémios de grau menor. Se r é uma raiz de P(z), entdo P(x) pode ser
fatorado como (z — r)Q(x).

Exemplo: O polinémio P(z) = 22 — 5z + 6 pode ser fatorado como:

P(z) = (z—2)(z - 3)



Aqui, tanto = 2 quanto x = 3 sao raizes de P(x), e a fatoracao é completa.
De forma geral, um polinémio de grau n pode ser fatorado como:

P)=an(x—r)(x—r2)...(x —1p)

onde 11,79, ...,T, sdo as raizes de P(x).

4.2 Divisao de Polinémios e Dispositivo de Briot-Ruffini

A divisdo de polindémios é o processo de dividir um polinémio P(z) por outro
polindémio D(x), obtendo um quociente Q(x) e um resto R(x), tal que:

P(z) = D(z) - Q(z) + R(x)
onde o grau de R(z) é menor que o grau de D(x).

Divisao Longa

Exemplo: Vamos realizar a divisio de P(z) = 2% — 622 + 112 — 6 por D(z) =
x — 1 utilizando o método da divisao longa.

-6+ 1lz—6|z—1
a3 — 22 22
—522 + 11z

—522 + 5z —5x
6x — 6

6x — 6 6
0

Portanto, P(z) pode ser escrito como:

P(z) = (z — 1)(2* — 5z + 6)

Dispositivo de Briot-Ruffini

O dispositivo de Briot-Ruffini é uma técnica eficiente para dividir um polinémio
P(z) por um binémio da forma = — r, onde r é uma raiz de P(x). Abaixo estd
0 passo a passo de como aplicar o dispositivo:

1. Escreva os coeficientes de P(xz) em uma linha. Por exemplo, para
P(r) = 2% — 622 + 11a — 6, escrevemos: 1, -6, 11, -6. 2. Coloque o valor
da raiz r 4 esquerda de uma linha vertical. Neste caso, usamos r = 1. 3.
Baixe o primeiro coeficiente para a linha de baixo. Este serd o primeiro
coeficiente do quociente. 4. Multiplique a raiz pelo nimero abaixo da
linha e adicione o resultado ao préximo coeficiente na linha de cima.
Repita até chegar ao ultimo coeficiente.

111 -6 11 -6

1 -5 6
T 5 6 0




Portanto, o quociente é 22 — 5z + 6, e o resto é 0. Isso confirma que:
P(x) = (x — 1)(2? — 5z + 6)

Agora, podemos continuar a fatoracio de x? — 5z + 6 usando a fatoracao
bésica:
2?2 =5z +6=(x—2)(x—3)

Logo, a fatoracdo total do polinomio P(z) = ® — 622 + 11z — 6 é:

P(r) = (z - 1)(z - 2)(z - 3)

5. Operacoes Basicas com Polinéomios

5.1 Adicao e Subtracao

Para adicionar ou subtrair polindomios, somamos ou subtraimos os coeficientes
dos termos correspondentes.
Exemplo: (223 + 322) + (23 — 222) = 323 + 2%

5.2 Multiplicagao

Para multiplicar polinomios, utilizamos a propriedade distributiva, multipli-
cando cada termo de um polinémio por cada termo do outro.
Exemplo: (z +2)(z —3) = 2% — 2 — 6.

5.3 Fato Importante sobre Niimeros Complexos

Se um nuimero complexo z = a + bt é raiz de um polindémio, entao o conjugado
Z = a — bi também ¢ raiz do polinémio.
Exemplo: Se z =1+ é raiz de P(x), entdo Z = 1 — i também & raiz.

6. Secao Avancgada: Polindomios Auxiliares

Polinémios auxiliares sao usados para resolver problemas onde se conhece o valor
de um polinémio para alguns valores especificos de z. Esses polinémios podem
ser criados para simplificar a resolucao de equagoes complexas.

6.1 Criacao de Polinomios Auxiliares

Para criar um polinémio auxiliar, usamos os valores conhecidos de x e P(x)
para construir um novo polinémio Q(x) que simplifica a equacao.

Exemplo: Se P(x) é conhecido para z = 1,2, 3, podemos criar um polinémio
auxiliar Q(x) que satisfaca Q(z) = P(x)+k|k = P(1), P(2), P(3) para esses val-

ores.



6.2 Aplicacao de Polindmios Auxiliares

Vamos considerar um caso onde P(x) é conhecido para x = 1,2, 3, mas os valores
nao sao zeros, e sim P(1) = 1, P(2) = 2, P(3) = 3. Queremos encontrar um
polinémio auxiliar @Q(z) tal que Q(z) = P(x) — «.

1. Construindo Q(z):

Assim, temos:

Q(1)=P(1)—1=0
P(2)—2=0
P(3)—3=0
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Ou seja, Q(z) tem raizes em x = 1,2,3.

2. Fatorando Q(z): Sabendo que o grau do polinémio é 3, por exemplo,
podemos fazer o seguinte:

Como Q(x) tem raizes em 1, 2, e 3, podemos escrever:

Qz) = a(z = 1)(z - 2)(z - 3)
Agora, substituimos Q(z) = P(z) — z para obter:
Pz)=a(z—1)(z—2)(z—3) +=

3. Determinacao de a: Para determinar a, podemos usar um valor con-
hecido de P(z). Por exemplo, se soubermos P(0), podemos substituir z = 0 na
equagdo para determinar a. Também hd o caso no qual o grau de Q(z) é maior
do que o grau de P(x), no qual a tem que ser 0 para manter esse grau. Além
disso, podemos retirar informagoes de um eventual enunciado que nos diga que o
coeficiente lider é igual a 1, por exemplo, o que normalmente (mas nem sempre)
é o caso. Se a = 1, terfamos:

Plx)=a2%—62>+1lx —6+2 =2 —62° + 122 — 6

Conclusao

Polinémios sao ferramentas poderosas na matematica, fundamentais em muitos
campos de estudo. Compreender suas propriedades, operagoes, e o papel das
raizes € crucial para resolver uma ampla gama de problemas matematicos.



