Matematicas II Junio 2019

1 0 a
PROBLEMA A.l1.Sedan lamatriz A=| -2 a+1 2|,quedepende del parametro real
-3 a-1 a

a, y una matriz cuadrada B de orden 3 tal que B? = é I — 2B siendo I la matriz identidad de

orden 3. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Elrango de la matriz A en funcién del pardmetro a y el determinante de la matriz 2 A™
cuando a=1. (2 + 2 puntos)

X —1
b) Todas las soluciones del sistema de ecuaciones A| y |=| 2 | cuando a=-1.
Z 0
(3 puntos)
¢) La comprobacién de que B es invertible, encontrando m y n talesque B’ =mB + n .
(3 puntos)
Solucion:
a) Rango de A.
A es 3x3, su mdximo rango es 3.
Estudiamos su menor de orden 3,
1 0 a
-2 a+1 2|=a(a+D-2(a-Da+3a(a+)=a’+a—2a’ +2a+3a*+3a—2a+2=
-3 a—1 a

=2a’ +4a+2

242400 -2

2a° +4a+2=0 — a’+2a+1=0 — a=

2.1 2
Por lo tanto,
Si a#-1, /A/#0 — ran(A) =3
Sia=—], Ji 0 -1
A=-2 0 2
-3 -2 -1
-2 0
sabemosque|A|=0, como el menor ‘ ‘=4¢0 — ran(A)=2

Luego,si a#-1, ran(A)=3 y si a=-1, ran(A) = 2.

Cuando a=1, ; ‘2 A‘I‘ ?
Si a=1 (a#-1), luego /A/#+0 — JA
Entonces, ‘2 A_I‘ = (como A es 3x3) 2° ‘A" ‘ =8 ﬁ

Para a=1, |A|=(2a’ +4a+2),,=2. +4.142=8 y, finalmente, |2 A_I‘:‘?é:]'
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1 0o -1
b)Para a=-1 , A=|-2 0 2

-3 -2 -1
X -1 1 0 -1\(x -1 x—z=-1
El sistema a resolveres: Al y|=| 2 | — |=2 0 2 ||yl|=|2 ]| —» {-2x+2z=2
Z 0 -3 -2 —-1)\z 0 —3x—-2y—-z=0
1 0 -—-1:-1
La matriz ampliada de este sistemaes A=|—-2 0 2 : 2
-3 =2 -1:0
i -2 0
Por lo estudiado en el apartado a), sabemos que |A| =0 yque 3 —2 #0 — ran(A)=2

Calculemos el rango de A’
al menor de A no nulo le aiiadimos la 4° columna de A" y 1°fila de A",

I 0 -1
-2 0 2|=(F,=-2xF)=0 — ran(A)=2
-3 -2 0

Luego, ran(A) = ran(A°) = 2 < 3 = n’de incognitas — Sistema compatible indeterminado.

Resolvemos el sistema utilizando las ecuaciones e incognitas del menor de orden 2 no nulo,
—2x =2-2z Delalecuacion, x=-1+z
Sustituyendo en la 2°,

—3x—-2y=2z
Y C3(-1+z)-2y=z -2y=z+3(-1+2)

-2y=z-3+3z2
—2y=-3+4z
:—3+4z:§_2Z
-2 2

x=—-I1+4
Por lo que la solucion pedida serd: {y = % -21 AeR
=1

c) Comprobar que B es invertible.

¢ Existe una matriz B de manera que B'.B=1?
Sabemos que B’ :§I—2B — 3B’=1-6B — 3B*+6B=I1 — (3B+6I)B=1I

Por tanto, B’ =3B +61

Y ademds, m=3 y n=6
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x=y+3=0
2x-z+3=0
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La ecuacion del plano que contiene las rectas ry s. (3 puntos)
b) Larecta que pasa por P = (0, — 1, 2) y corta perpendicularmente a la recta r. (4 puntos)
c) El valor que deben tener los parametros reales a y b para que larecta s esté contenida
enelplano Z:x—-2y+az=>b. (3 puntos)

-2
PROBLEMA A.2. Consideramos en el espacio las rectas r : { y s:x=y+l= Z2

Solucion:
a) ;Planon?/ rys cr.
Veamos la posicion relativa de r y s.

X =
g L x—=y+3=0 y=3+x H
Ecuacion paramétricade r, r: S — riiy=3+u ,UEEK
2x—z+3=0 z=-3+2x
7=-34+2U
x=A
Ecuacion paramétrica de s, s:x:y+1:Z;2 — s:y=—-1+4 AeR
72=2+24

A partir de las ecuaciones paramétricas de las rectas r y s conocemos:

P033) v.=(112), PO~12) y v =(112)
Como v_:=\z - rlls

punto P.(0,3,3)

El plano 7T que contiene a r y s lo obtendremos a partir de ) \Z(],],Z)
v. directores .
P.P(0.~4.-1)
La ecuacion del plano r,
x y-3 z-3
1 yl 2 0 — ! 2 (y—3) 2 +( 3)1 0
= X — — — =
4 -1 V7 0 —4
0 -4 -1

Tx+y—=3-4z+12=0 — Tx+y—-4z+9=0

Por lo tanto, el plano que contiene alasrectas r y s es m:7x+y—-4z+9=10
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b) ;Recta t?/P(0,-1,2) et y tcorte La r.
De lo calculado en el apartado anterior sabemos: punto genérico de r P,(l, 3+1, 3+21) y ; = (1’1’2)

El corte entre r y tserd el punto P, de manera que PP 1v .

P}@:(,u,4+,u,1+2,u

Como PPLy — PP-v =0 — (u4+u1+2u) (1,1,2)=0
H+d+u+2+4u=0 6u+6=0 6u=-6 u=-1

Luego el punto de corteentre t y res (-1,2,1)

Entonces, como la recta t buscada pasapor P(0,-1,2) y Q(-1,2,1) — v =(=1,3,-1)

Finalmente, la ecuacion de la recta pedida sera: ¢ - X LH = z;Z

-1 3 -1

c)ia,b?/scr:x-2y+az=>b
De lo calculado en el apartado a) tenemos la ecuacion paramétrica de s,

x=A
siay=—1+4 AeR
7=2+4+24

Sustituyendo en la ecuacion de ,
A=2(-1+4)+a(2+21)=b

A+2-21+2a+2al=b
—A+2ai=b-2-2a

AM-1+2a)=b-2-2a
—1+2a=0

b-2-2a=0

Para que s cr, la ecuacion debe dar 0 = 0. Por lo que {

De la 1" ecuacion 2a=1 _s azl

Sustituyendo en la 2 ecuacion, p 9 _ 21 =0 —»> b-3=0 —> b=3

Por tanto, s cm para ;— 1 y b=3.
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PROBLEMA A.3. Se considera la funcion f(x)=x e-x2

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Las asintotas, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como los maximos y
minimos relativos de la funcién f{x). (3 puntos)
b) La representacion gréfica de la curva de la curva y = f(x), (2 puntos)
c) El valor del pardmetro a para que se pueda aplicar el teorema de Rolle en el intervalo
[0,1]ala funcién g(x) =f(x) + ax. (4 puntos)

d) El valor de las integrales indefinidas I f(x) dx, Ix e “dx. (I punto)

Solucion:

)C2

a) f()=xe
Dom f(x) = SK por tanto no tiene asintotas verticales.
Asintota horizontal.

Lim (x e ): (c0-0)=Lim ( x j = (oo) = (aplicando L Hopital) = Lim ( 1 j _1_ 0

X—>+oo X—>+oo e oo X—>+oo

X——o0 —>—o0
* [es) *

2 [e)e) 1 1
Lim (x e )= (eo- 0)= Lim ( x j = () = (aplicando L 'Hopital )= Lim (2 j =—=0
X—>—00 e )
Por lo que la asintota horizontal es y = 0.

Monotonia.

2

f()=e* +xe (2x)=e™ (1-2x%)

Estudiemos el signo de f(x),
e =0 sin solucion
(=0 — e (1-2x")=0

[

(1—2x2)=0—>2x2=1—>x2=;—>x=i

Debemos estudiar el signo de f(x) en los intervalos:

1B V2
= 2

Enf(x) elfactor ¢ es siempre positivo y el factor (1 -2 xz) es un polinomio de 2° grado con

.. 2 . , .
coeficiente de x” negativo y raices las obtenidas, por tanto:

Luego, f(x) es creciente en (ﬂﬁ , \5) y decreciente en L_ oo, _ﬁj U L\E ,+ ooj.
2 2 2 2
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Del estudio de la monotonia de f(x) deducimos que hay un mdximo relativo en y = 72 Yy un minimo

-2
2
V2 (\Ej V2 2] 2
- — |=—e¢ =—=
2 2 2 2Je
SR C *5]_— 2 7
2 2

relativo en x =
—  Mdximo relativo Q , L = 0 71,0 43
2 " 24e
-2
2/e

—  Minimo relativo (;ﬁ

2

b) Representacion grdfica de y = f(x)
Obtengamos sus puntos de corte con los ejes coordenados,

x=0 = y=0-¢" =0
x=0 pto. corte (0,0)

y=0 — x-e =0 —{ | . »
e’ =0 sin solucion

Y considerando lo obtenido en el apartado anterior, la representacion de y = f(x) es:

]5( 071,—043)

-25 = -15 = -05 055 1 15 2 25

c)¢a?/ g(x) =f(x) + a x cumpla el teorema de Rolle en el intervalo [0, 1]

gx)=x e +ax
El teorema de Rolle dice:
Si f{x) es continua en [a, b], f(x) derivable en (a, b) y fla) = f(b) entonces Fc € (a, b)/f(c)=0
Por definicion, g(x)es continuay derivable en R, entonces:
g(x) es continua en [0, 1]
g(x) es derivable en (0, 1)
hay que comprobar que g(0) = g(1)

g(0)=0
1 -1
- 0=—4+a —» a=—
g()=— + a e e
Para que g(x) cumpla el teorema de Rolle en el intervalo [0, 1] debe ser g = ;1
e
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d)

t=—x

2 dt _1
1 xX)dx=|xe dx= =|le—=—1|e'dt=
)'[f() '[ dt=—2xdx%dt2=xdx j -2 2'[

=_—le’+C=_—le“z+C
2 2

Luego jf(x) dx = _21 e’ +C

u=x—du=dx

-X

2) jx e"dx={ }= -xe” —j—e”‘dx=—x e —e +C=—e"(x+1)+C

dv=e’dx—>v=—e

Luego jx edx=—e"(x+1)+C
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X+ y+ z=4
PROBLEMA B.1. Se tiene el sistema de ecuaciones {3x+4y+5z=25 ,donde

/x+9y+1llz=

es un pardmetro real. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del
razonamiento utilizado:
a) Los valores del pardmetro & para los que el sistema es compatible y los valores de &
para los que el sistema es incompatible. (4 puntos)
b) Todas las soluciones del sistema cuando sea compatible. (4 puntos)
c¢) La discusion de la compatibilidad y determinacion del nuevo sistema deducido del
anterior al cambiar el coeficiente 11 por cualquier otro nimero diferente. (2 puntos)

Solucion:

En primer lugar estudiamos el sistema y después responderemos las preguntas.
1 1 114

La matriz ampliada de este sistema es: A'=|3 4 5 i 5
7 9 1lla

A es una matriz 3x3, por tanto el mdximo rango de A es 3.
A’ es una matriz 3x4, por tanto el mdximo rango de A es 3.
Empezamos estudiando el rango de A

=1%0
11
=4-3=1#0
3 4 — ran(A)=2
11 1
3 4 5|={Como F,=F,+2F,}=0
7 9 11

Estudiemos el rango de A". { Sabemos que ran (A°) 2ran (A) }
A partir del menor de orden 2 no nulo de A formamos el menor de orden 3 de A",

1 1 4 11 4
1 1
3 4 5|= 3 4 5 :W—ng4za—M

7 9 o F,-F-2F, 0 0 a-14
Para a=14,ran(A")=2

Para a#14,ran(A")=3
a-14=0 - a=14

a)Si a=14, ran (A) = ran (A°) = 2 < 3 = n’de incognitas — Sistema Compatible (indeterminado)
Si a#l4, ran(A) =2 #3 =ran (A") — Sistema Incompatible
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b) El sistema es compatible para o = 14y, segiin lo estudiado inicialmente, el sistema a resolver es el
correspondiente a las ecuaciones e incognitas del menor de orden 2 no nulo. Es decir, el formado por la 1°
y 2% ecuaciones y como incognitas principales x e y.

4-z 1
5-5z 4
xhy=d—g x=2 2% 64 —545:=11+7
N 1
{3x+4y=5—5z ‘1 4-z
3 5-5
y=%=5—5z—]2+3z=—7—2z
x=11+1
La solucion del sistema es: <y=-7—-24 AeR
z=4

c) Cambiamos el coeficiente 11 por otro niimero diferente. Lo llamamos r (r #11)

1 1 14
|

La matriz ampliada de este nuevo sistema seria: A'=|3 4 5|5
|

79 rla

A es una matriz 3x3, por tanto el mdximo rango de A es 3.
A’ es una matriz 3x4, por tanto el mdximo rango de A es 3.

Empezamos estudiando el rango de A
1 1 1 1 1 1

1
3 4 5= 34 5 =(r—l4)‘3

4=r—]]
7 9 rl F,-F-2F, 0 0 r-11

]‘

r—11=0 — r=11

Como r#z1l — r-11#0 — /A/#0, porlo tanto ran (A) = 3.
Y como el mdximo rango de A~ también es 3, obtenemos ran (A) = ran (A°) = 3 = n° de incognitas
Por tanto, para r #11 el sistema seria compatible y determinado.
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PROBLEMA B.2. Sea 7T el plano de ecuacién 9 x + 12 y + 20 z = 180.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Las ecuaciones de los dos planos paralelos a % que distan 4 unidades de 7 . (4 puntos)

b) Los puntos A, By C interseccién del plano Z con los ejes OX, OY y OZ y el dngulo
que forman los vectores AB y AC. (4 puntos)

¢) El volumen del tetraedro cuyos vértices son el origen de coordenadas y los puntos A, By
C. (2 puntos)

Solucion:
a) ; Planos paralelos a 7 / d( plano, &) =4?
Los planos paralelos a 7 tiene por ecuacion: o0: 9x+ 12y +20z+ D =0
Como o/ w7 — d(rn,0)=d(P,;, O)
Obtengamos un punto del plano 7 para x=0 e y=0 — 20z=180 — z=9 — P,=(0,0,9)
9.0412.0+20.9+D| |180+D|
d(P,,0)= =
N9 41274207 25
180+ D|
| et P

180+D =100 — D=-80
180+D=-100 — D=-280

Debe ser — [180+D|=100 <

Los planos pedidos seran: 01: 9x+12y+20z-80=0 y 0329x+12y+20z-280=0

b) A= mwnNeje OX
Calculemos la ecuacion del eje OX, punto ( 0, 0, 0 ) y vector director (1,0, 0 )
x=A
ejeOX :xy=0 AeR
0 Luego A (20,0,0)
Z =

TtNejeOX = 9A+12:0+20-0=180 — 94=180 — A=20
B = mneje OY

Calculemos la ecuacion del eje OY, punto ( 0, 0, 0 ) y vector director (0, 1, 0)
x=0

ejeOY :xy=4 AeR
0 Luego B(0,15,0)
Z:

TNeeOY = 9-0+124+20-0=180 — I12A=180 — A=15

C= mneje OZ
Calculemos la ecuacion del eje OZ, punto ( 0, 0, 0 ) y vector director (0, 0, 1)
x=0
ejeOZ 1 y=0 AeR
p) Luego C(0,0,9)
Z =

rtNejeOZ = 9-0+12-0+20A=180 — 20A=180 — A=9

Calculemos los vectores: AB = (-20,15,0) v AC = (-20,0,9). Si a= (E,R’)

(=20,15,0)-(-20,0,9) _ Kool 400
V(=200 +15° +0° (=20 +0° + 9> 25~/481 25481
y @=431524°=43° 9 8" = 075315 rds.

cos a =

=07295
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c) Volumen del tetraedro de vértices O, A, By C.
Calculemos los vectores: OA=(20,00) O0B=(0,150) 0C=(0,0,9)
Entonces el cdlculo del volumen del tetraedro es:

20 0 0
V:é 0 15 0:é2700:450u.v.
0o 0 9

Por tanto, el volumen del tetraedro pedido es 450 u.v.
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PROBLEMA B.3. Las coordenadas iniciales de los méviles A y B son (0,0) y (250,0),
respectivamente, siendo 1 km la distancia del origen de coordenadas a cada uno de los puntos

(1,0)y (0,D).
El mévil A se desplaza sobre el eje OY desde su posicion inicial hasta el punto (0%) con

velocidad de 30 km/h y, simultdneamente, el movil B se desplaza sobre el eje OX desde su
posicion inicial hasta el origen de coordenadas con velocidad de 40 km/h.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La distancia f{¢#) entre los méviles A y B durante el desplazamiento, en funcién del
tiempo ¢ en horas desde que comenzaron a desplazarse. (2 puntos)

b) El tiempo T que tardan los moviles en desplazarse desde su posicion inicial a su
posicion final, y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f a lo largo
del trayecto. (4 puntos)

c) Los valores de ¢ para los que la distancia de los mdviles es mdxima y minima durante su
desplazamiento y dichas distancias maxima y minima. (4 puntos)

Solucion:
La representacion grdfica del problema es:

200 375
A (Oa T)

La indicacion “siendo 1 km la distancia
del origen de coordenadas a cada uno de
i los puntos (1,0) y (0,1)” significa que en
ambos ejes la unidad es 1 km.

La distancia que debe recorrer el movil A
es de 187°5 km, y el movil B 250 km.

187°5/km

50

20 km/h

40 km/h g _ 250 )

) 0 50 100 150 200 250

>
»

250 km

a) Distancia entre los moviles en funcion del tiempo t.
Al cabo de t horas el movil A habrd recorrido 30t Km y su posicion serd el punto (0, 30t )
Al cabo de t horas el movil B habrd recorrido 40 t Km 'y su posicion serd el punto ( 250 -40t¢, 0 )

Por tanto, f(t)=d(A,B) = J (250 — 40t - 0) +(0 =30t =62500 — 20000 + 1600¢> + 900¢* =
= /62500 — 20000  + 2500 °

Luego  f(t) =4/62500— 20000 t + 2500 £* .

b) Allega a su posicion final cuando 30t = % — 60t=375 — t= % =625
e 250 .
B llega a su posicion final cuando 40t =250 — t= 20 =625

Luego, ambos moviles tardan 625 h en desplazarse desde su posicion inicial a la final.

Para obtener los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(t) a lo largo del trayecto, estudiamos la
monotonia de f{t).
De lo calculado en el apartado a) y lo obtenido en este apartado, sabemos que:
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f(t)=+62500-200001+2500  0<t<625 {thoras y f(t)Km}

Estudiemos el signo de f(t)
, — 20000 + 5000 t
;=

2/62500 — 20000 1 + 2500 1
— 20000 + 5000 1
2,/62500 — 20000 ¢ + 2500 1

. 20000 _

5000

Debemos estudiar el signo de f(t) en los intervalos:

=0 — -=20000+5000t=0 — 5000 t=20000

0 4 625
t 1@
20000 + 5000 - 1 .
1| 246250020000 -1+ 2500 - I* , _ | + |
L zlt 6|’25
— 20000 + 5000 - 5
5 4
2,/62500— 20000 - 5 + 2500 - 5°

Finalmente, f(t) es decrecienteen (0,4 ) y crecienteen (4,6725).

c) Mdximos y minimos de f{t)

Del estudio de la monotonia de f(t) deducimos que para t = 4 hay un minimo relativo. Y este minimo

relativo es el absoluto porque la funcion a su izquierda es decreciente y a su derecha creciente.
El mdximo de f(t) se alcanzard en alguno de los extremos del intervalo [ 0, 6 25].
Calculemos el valor de f{(t) en estos extremos,

t=0, f()= \/62500—20000 :0+2500-0° =250

t=5, f(@)= \/62500 —20000 -5 +2500-5° =187°5
Luego, el mdximo se alcanza en t =0.
Para terminar nos falta calcular f(4), t =4, f(t)= \/62500 —20000 -4 + 2500 -4° =150

Finalmente, la distancia mdaxima entre los moviles A 'y B se alcanza en el momento inicial (t=0h)y es

de 250 km. La minima parat=4h y es de 150 km.
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