PAU Madrid - Matematicas Il

Convocatoria de junio de 2011

Se desarrollan razonadamente las dos opciones del examen.

Opcion A - Ejercicio 1. Rango y discusion de sistemas
La matriz es
2¢ -2 a?
A=|-1 a -1
2 1 a

a) Rango segun a. Calculamos el determinante:
detA=—(a—2)(a+2).

Si a # +2, el determinante es no nulo y el rango es 3. Para a = 2 0 a = —2, el determinante vale cero, pero el
menor de las dos primeras filas y columnas primera y segunda es

— 2 _
1 =2a° — 2,

2a —2‘

que vale 6 en ambos casos. Asi, el rango es 2 para a = £2. Conclusion. rg(A) = 3 sia # £2y rg(4) = 2 si
a = =£2.

b) Caso a = 2. El sistema tiene matriz de coeficientes

y término independiente (2,1,5)T. La tercera fila de coeficientes es combinacion de las dos primeras:
6F; = 5Fy + 8F,.

Para que la matriz ampliada conserve rango 2, los términos independientes deben cumplir la misma relacion:
6b=5-2+8-1 =18, luego b = 3. Sib # 3, los rangos de A, y de la ampliada difieren y el sistema es incompatible.
Si b = 3, tomamos 2 = t y resolvemos las dos primeras ecuaciones; se obtiene y = 1y x = 1 — t. Conclusion.
Si b = 3, el sistema es SCl y sus soluciones son (1 —¢,1,t),t € R; sib# 3, es Sl.

¢) Caso a = 1. El determinante es distinto de cero, asi que hay solucién unica. Sustituyendo a = 1y resolvien-
do,

20 — 2y + 2z = —1,

—r+y—z=2, = (x,y,2) =(2,1,-3).

2e+y+2=2

Conclusioén. La solucion es (2,1, —3).

Opcion A - Ejercicio 2. Volumen y perpendicular comin

a) Volumen del tetraedro. La recta r; es el eje x = y = z; su interseccion con = cumple 12z = 24, y es
P, = (2,2,2). Las otras dos rectas son los ejes coordenados z e y: sus intersecciones con el plano son
P, =(12,0,0) y P; = (0,8,0). El cuarto vértice es el origen.

El volumen de un tetraedro con tres aristas concurrentes @, 7, @ es | det(, 7, w)|. Con los vectores de posicion
de Pl, P27 Ps:

2 12 0
1 192
Vza det{2 0 8 2%232.
2 0 0

Conclusion. El volumen del tetraedro es 32 unidades cubicas.
b) Recta perpendicular comun. Escribimos las rectas en forma paramétrica:

ry: (z,y,2) = (—1,5,—-1) + t(1,2,—-2), rs: (z,y,2) = (0,—1,1) + s(2,3,-1).
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Una direccidn perpendicular a ambas es el producto vectorial de sus vectores directores:
(1,2,-2) x (2,3,—1) = (4, -3, —1).

Buscamos puntos R € 7, ¥ S € 75 tales que IZ}? sea perpendicular a ambas direcciones. Al imponer los dos
productos escalares nulos se obtienen ¢t = —% ys= 1—63; por tanto,

28 35 17 12 5 7
R—<‘13’13’13)’ S_(li%’li’)’li%>'
En efecto, S— R = %(4, —3,—1), asi que el segmento comun es perpendicular a ambas rectas. La recta pedida

pasa por Ry tiene esa direccion. Conclusion. s : (z,y,z) = (—23,33 11) + A(4,-3,-1), A€R.

Opcion A - Ejercicio 3. Integral y extremos absolutos

a) Para integrar xv/4 + 522 usamos el cambio u = 4 + 52, pues su derivada es 10z. Asi, du = 10z dx y

S 1% 1 316
/ T 4 + 51’2 dI’ = E/ U1/2 du = B[U3/2]39 = —.
1 9

15

Conclusién. La integral vale 318,

b) La raiz requiere 12 — 322 > 0, es decir, x € [-2,2]. En ese intervalo la funcion es no negativa y depende de
z2: su maximo se obtiene cuando z2? es minimo, en = = 0, y su minimo cuando z2 alcanza 4, en los extremos.
Evaluando:

F0)=2v3,  f(=2)=f(2)=0.

Conclusién. EI maximo absoluto es 2v/3 en 2 = 0 y el minimo absoluto es 0 en z = +2.

Opcidn A - Ejercicio 4. Limite y nimero de raices
a) El limite es
R Vi _
e Tot Tl eV 1
donde en el segundo paso hemos dividido el radicando entre /z. Conclusion. El limite vale 1.
b) Sea F(x) = 42° + 3z + m. Es continuaen Ry

F'(z) =20z* +3 >0

para todo real, de modo que es estrictamente creciente. Ademas, F(z) - —oo cuando z — —oo Yy F(x) — 400
cuando =z — +oo. Por el teorema de Bolzano existe al menos una raiz; al ser F estrictamente creciente, no
puede tener mas de una. Conclusion. Para cualquier m € R, la ecuacion tiene exactamente una raiz real.

Opcion B - Ejercicio 1. Extremos y asintotas

L 141 1 .. . .
La funcién f(z) = - : = az + —; tiene dominio R \ {0}, pues el denominador no puede anularse.
X T
a) Valor de a y otros extremos. Para que haya un minimo relativo en z = 1, la derivada debe anularse alli:

f’(x):af%, f)=a-3=0 = a=3.

Con este valor, f”(z) = 12/2° y f”(1) = 12 > 0, lo que confirma el minimo. Los puntos criticos satisfacen
3 —3/x* =0, es decir, x = £1. El punto x = —1 es el otro extremo y, como f”(—1) = —12 < 0, s un maximo
relativo. Conclusion. El pardmetro es a = 3 y el otro extremo relativo es el maximo en (-1, —4).

b) Asintotas para a = 1. Ahora f(z) = z + 1/23. Como 1/2* diverge en cero, z = 0 es asintota vertical. Para
estudiar la asintota oblicua calculamos su pendiente y ordenada:

m = lim f=)
r—+oo I

=1, n= lim (f(z) —mz)= lim i:O.

r—+oo r—+oo ;133

La oblicua es y = z. No hay horizontal: f(z) — 400 cuando z — +oo y f(z) - —oco cuando z — —oc.

¢) Esbozo para a = 1. Los puntos criticos se obtienen de 1 — 3/2* = 0, luego = = +a, donde a = v/3. El signo
de f’ es positivo si |z| > a Y negativo si 0 < |z| < «. Por tanto, crece en (—oo,—a) ¥y (o, +00), Y decrece en
(—,0) y (0,a). Como f(£a) = +22, hay un maximo local en (—a, —%2) y un minimo local en («, 42).
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Conclusion. La gréafica tiene asintotas = 0 e y = x, un maximo local en (—+/3, —2+/3) y un minimo local en

(V3,593). ’

Opcion B - Ejercicio 2. Discusion y resolucion matricial

La matriz de coeficientes y el vector de términos independientes son

0 1 m—1 m
A= 0 m—1 1 , B = m
m—2 0 0 m+ 2

El determinante es det A = —m(m — 2)2. Sim # 0,2, es no nulo, asi que el sistema es compatible determinado.
Para m = 0, las dos primeras ecuaciones son opuestas y la tercera es independiente; sus términos indepen-
dientes cumplen la misma relacién. Por tanto, rg(4) = rg(4*) = 2 < 3 y el sistema es SCI. Para m = 2, el
rango de A es 1, mientras que la tercera ecuacion tiene coeficientes nulos y término independiente 4; por ello
rg(A*) = 2 y el sistema es incompatible. Conclusién. Es SCD sim # 0,2, SClsim =0y Sl sim = 2.

Para m = 0, las ecuaciones independientes sony — 2z = 0y —2z = 2. Tomando z = ¢, queda
(z,y,2) = (—1,t,t), teR.
Param =1, el sistemaesy =1, 2 = 1y —z = 3, de modo que Conclusién. Si m = 0, las soluciones son (—1,t,t);
sim =1, la solucion unica es (—3,1,1).
Opcidn B - Ejercicio 3. Posicion relativa y recta de interseccion

Los vectores normales de los planos son 7i; = (2,1,-2) y @i = (1,—1,2). No son proporcionales, por lo que
los planos se cortan en una recta. Su direccidn es perpendicular a ambos normales y se obtiene mediante el
producto vectorial:

d =y x iy = (0,—6,—3) ~ (0,2,1).

Para hallar un punto comun, resolvemos las dos ecuaciones. Tomando z = 0, se obtiene2z+y=1yz—y =1,

cuyas soluciones son z = % e y = —+. Conclusién. Los planos se cortan en la recta paramétrica (z,y,2) =

(2,-3,0) +¢(0,2,1). ’

Opcion B - Ejercicio 4. Planos y volumen

a) El plano que pasa por los interceptos A = (1,0,0), B = (0,2,0) y C = (0,0,1) tiene forma de interceptos
i+ %+ 7 = 1. Al multiplicar por 2: Conclusion. 7 : 2z +y + 2z — 2 = 0.

b) Un plano perpendicular al vector 7 = (2,1, 1) tiene ese vector como normal. Al pasar por P = (1,2,3):
2@ -1)+{y—-2)+(z—-3)=0.

Conclusiéon. oy : —2z +y + 2z —3 = 0.
¢) El volumen del tetraedro es un sexto del valor absoluto del determinante de tres vectores que parten de A:

AB = (-1,2,0), AC =(-1,0,1), AP =(0,2,3),
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-1 -1 0
Vzédet 2 0 2 :2:
0 1 3

Conclusién. El volumen del tetraedro ABCP es % unidades cubicas.
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