Matematicas II Julio 2021

2x=y+z=m
PROBLEMA 1. Dado el sistema de ecuaciones <x+y+3z=0 ,donde m esun

Sx—4y+mz=m
parametro real. Se pide:
a) La discusion del sistema de ecuaciones en funcion del pardmetro m. (4 puntos)
b) La solucién del sistema cuando m = 1. (3 puntos)
c) Las soluciones del sistema en el caso en que sea compatible indeterminado. (3 puntos)

Solucion:
a)
2 -1 I\m
La matriz ampliada de este sistema es: A=|1 1 3 i 0
S5 -4 m i m

A es una matriz 3x3, por tanto el mdximo rango de A es 3.
A’ es una matriz 3x4, por tanto el mdximo rango de A es 3.
Empezamos estudiando el rango de A

2 -1 1
1 1 3|=2m—-4—-15-54+24+m=3m
5 -4 m
3m=0; m=0
Param # 0

/A /#0 — ran(A) = 3, y como el mdximo rango de A" es 3 — ran(A) = ran(A°) = 3 = n’ incégnitas,
por lo que el sistema es compatible y determinado.

Param =0
2 -1 110
A=|1 1 3i0
5 -4 0100

Seria un sistema homogéneo luego compatible {ran(A) = ran(A°)}.

Sabemos que /A / = 0, estudiemos el rango de A,

2]=2#0
EnA, 2 -] — ran(A)=2
'’ =2+1=3+#0

Por lo tanto, ran(A) = 2 = ran(A”) < n° de incognitas, luego el sistema es compatible indeterminado.

Por tanto, el sistema es compatible determinado para m #0 y compatible indeterminado para m = 0.

b) Si m= 1 (m #0), el sistema es compatible determinado.

2 -1 1)1
|

La matriz ampliada de este nuevo sistema seria: A'=|1 1 310
|

5 -4 1]
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|Al=(Bm)  =3-1=3

Resolviendo por Cramer,

1
0

5 -4 1| 2-4-5+1_

1 -1 1 2 1 1 2 -1
o 1 3 1 0 1 1
1 -4 1 1-3-1+12 5 1 1) 1+15-6-1
X = = :3, y= = :3’ 7=
3 3 3 3 3
x=3
Si m =1, la solucion es: 1y =3
z2=-2

c) Soluciones cuando el sistema es compatible indeterminado.
El sistema es compatible indeterminado para m = 0.

3

-2

El sistema a sistema a resolver es el correspondiente a las ecuaciones e incognitas del menor de orden 2 no
nulo calculado en el apartado a). Es decir, el formado por la 1y 2° ecuaciones y como incognitas

principales x e Y.

-z =1
x_—3Z 1| —-z-3z -4z
2x—y+z=0 2x—y=-— - - B
y+z N Y=t 3 3 3
x+y+3z=0 x+y=-3z 2 -z
| -3z -6z+z -5z
T3 3 3
—42
X=—-"
3
-54
. o . . y=—— AeR
Cuando el sistema es compatible indeterminado su solucion es: 3
z=41

Clases de preparacion para PAU, PCE, Selectividad +25 online, grupos reducidos, horarios flexibles.
Academia ONLINE de Mateméticas, Fisica y Quimica tuprofealrescate.com
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x+y—-1=0 .x—]_y_z
2x—z-1=0" "1 -1 2
7. x + my + z =2 que depende del pardmetro real m. Se pide:

a) La posicion relativa de las rectas r y s. (4 puntos)

b) El valor del pardmetro m para que larecta r esté contenida en el plano . (3 puntos)

c) Los puntos A, B, C interseccion del plano 7 con los ejes de coordenadas cuando m = 2,

asi como el volumen del tetraedro de vértices A, B,C y P(2,2,2). (3 puntos)

PROBLEMA 2. Se dan las rectas r: { y el plano

Solucion:
a) ;Posicion relativade r y s?
Nos interesa obtener un punto y un vector director de cada una de las rectas.

x+y —-1=0 x+y =1 1
r: - r: como {menor dey z} =—1#0, despejamos 7 e
2x —z—-1=0 2x —z=1 —1
y en funcion de x.
x=A
=I-x —I—x P0,1,-1)
{y 1) - {y 142 - riy=1-1 AeR Portanto:r:{_>
—z=1-2x =—1+2x _
¢ ¢ z=—1+2 v (1,-1,2)
x—] y Z R(] ’ 0 2 0)
s =——== 5 s§i3,
I =1 2 v(1,-1,2)
Como ambos vectores directores son iguales, las rectas son paralelas. Falta determinar si son o no
coincidentes.
| 1 111
- - —_ |
Estudiamos la matriz [vr v, RPJ}, esdecir: M=|-1 —-1|-1
|
2 211

Como las rectas son paralelas, ran(M) = 1

Rango de M", {M " es 3 x 3, luego mdximo rango de M es 3).
Como las dos primeras columnas son iguales sabemos que ran (M°) es, como mdximo, 2

El menor: ; =—I1+2=1#¥0 — ran(M")=2

Como ran (M) # ran(M°) = 2, las rectas r y s son paralelas no coincidentes.

b) ;m / rectar c plano x?
Si r c m, al sustituir los valores de x, y, z de la recta en la ecuacion del plano, esta debe cumplirse para
cualquier valor de A.
A+m(1-A)+(-1+2A)=2 (enestaecuacion la incégnita es 1)
A+m-mA-1+21=2
A-mA+2A=2+1-m
3A-mA=3-m
(3-m)A=3-m
Esta ecuacion se cumplird para cualquier valor de A cuando 3 —m = 0, es decir m = 3

Otra forma de resolverlo es:
Si r c =&, el vector director de la recta y el normal del plano serdn perpendiculares.
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vr(],—],Z) y n,,(],m,]). v.ln, — v-n =0
(1,-1,2)-(1,m,1)=1-m+2=3-m

3—-m =0; m=3.

Y ahora comprobemos que para este valor de m la recta estd contenida en el plano.
(A+3(I-A)+(=1+2A4)=2?;, A+3-3A-1+2A=2; 2=2 Si

En conclusion, para que la recta r esté contenida en el plano © debe ser m = 3.

c)Para m=2,elplano m:x+2y+z=2
Corte del plano con los ejes coordenados:
A=EjeOXNrx
x=A1

punto (0,0,0)
Ecuacion del eje OX: { _, — 0X:y=0 AeR
v (1’0’0) 7= 0

Sustituyendo los valores de x, y, z en la ecuacion de T,
A+2.0+0=2; A=2 — A(2,0,0)

B =EjeOYNnrx
x=0

punto (0,0,0)
Ecuacion del eje OY: { _, - 0X:iy=A1 AeR
v (0’]’0) 7= 0

Sustituyendo los valores de x, y, z en la ecuacion de T,
0+2.A+0=2;, 2A=2; A=1 — B(0,1,0)

C=EjeOZNrx
x=0

punto (0,0,0)
Ecuacion del eje OZ: | _, — 0X:{y=0 AeR
v (0,0,]) o2

Sustituyendo los valores de x, y, 7 en la ecuacion de 7,
0+2.0+A=2; A=2 — C(0,0,2)

Volumen del tetraedro de vértices A, B, CyP(2,2,2)

AP(0,2,2) 0 2 2
BP(2,1,2)} — v=é 2 1 2 :é|8+8—4|=2u3
220

CP(2,2,0)

Solucion: A(2,0,0), B(0,1,0), C(0,0,2) yelvolumen del tetraedro de vértices A, B, C,y P

es 2u’.
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PROBLEMA 3. Se considera la funcion £ (y) = x e, calculad:

a) El dominio, los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos. (4
puntos)

b) Las asintotas y la graficade f. (3 puntos)
c) Laintegral j f(x)dx. (3 puntos)

Solucion:

a) f(x)=x e
Dom f(x) = R.

Monotonia.
=™ +xe™ (2x)=e™ (] - 2x2)
Estudiemos el signo de f(x),

e’ =0 sin solucion
=0 — e (1-2x*)=0

(1-2x*)=0>2x> =15 =é—>x=172

Debemos estudiar el signo de f(x) en los intervalos:

v5 4
N

Enfx) el factor .- es siempre positivo y el factor (1 —2x? ) es un polinomio de 2° grado con
coeficiente de x° negativo y raices las obtenidas, por tanto:

2

Luego, f(x) es creciente en (_\E \EJ y decreciente en (_oo _\EJu(\E OOJ.
2 72 ’

2 2

Del estudio de la monotonia de f(x) deducimos que hay un mdximo relativo en x =—— y un minimo
| 2

relativo en x =——

2

Jz 2
"5 L2 J2

)cz\/z5 - f[\/f] =\/25e ( : ] =\/25e2 = 2e —  Madximo relativo (\/25, ;JE (07071, 1'1658)

W~

x:ﬂ N f(_‘EJ:_\/E ]{%]2__\/5 _—\/ﬁ

- -2
—e = e?=——— —  Minimo relativo i, ¢
2 2 2 2 2

5 J =(-07071,-11658)
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b) Asintotas y grdfica de y = f(x)
Dom f(x) = R, por tanto no tiene asintotas verticales.

Asintota horizontal.

Lim (x e ): (00-0)= Lim ( )2c - ) = (ij = (aplicando L’ Hopital )= Lim [#J _L_ 0
xe

X—>+oo X—>o0 ex - (%) X—>Foo o)
I3 12 3 X 0 . - . , ] ]
Lim \x e =(c0-0)= Lim | —— |=| — | = (aplicando L'Hopital)= Lim | ——— |=—=0
X——0o X——00 ex -1 (%) X—>—0c0 2 xex -1 (%)
Por lo que la asintota horizontal es y = 0.
Asintota oblicua.
I-x?
. | xe , —? o
Lim = Lim (e’ )=e =0
X—>+oo X X—>+oo
1-x
. | xe , i o
Lim = Lim (e’ )=e =0
X—>—oo X X—> —o0
Por lo que no tiene asintota oblicua.
Representacion grdfica.
Obtengamos sus puntos de corte con los ejes coordenados,
x=0 - y=0-e"02=0
x=0 pto. corte  (0,0)

_2
y=0 — x-¢™ =0 — a2 _
e =0 sin solucion

Y considerando lo obtenido anteriormente (monotonia, mdximos, minimos, asintotas) la representacion es:
1.54

054

0.5
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c)

r=1-x dt -1
f(x)dx= xe ™ dx= =|le—=—|é€'dt=
j j dt=—2xdx—>£=xdx '[ -2 Zj

=_—1e’+C=_—]eH2+C
2 2
1

Luego If(x) dx = _7 e +C
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1 2 3 1
Problema 4. Se dan las matrices A=| — | a 1|y B=|-1 (1 2 3). Obtened:
1 a*-2 3 2

a) Elrango de la matriz A segun los valores del pardmetro a. (3 puntos)
b) Una matriz C tal que A C = 16 [, siendo [ la matriz identidad, cuando a = 0.

(4 puntos)
X 1
¢) Elrango de la matriz B y la discusion de siel sistema B| y |=|—1| tiene solucion.
Z 2
(3 puntos)
Solucion:
a) ;jran(A) en funcion de a?
Estudiemos A/,
1 2 3 1 2 0
|A| =|-1 a 1|=C,-3xC,=|-1 a 4| =desarrollando por la 3 columna =
1 a*-2 3 1 a*-2 0
1 2
=— =—dla*-2-2)=-4\a’ -4
et 2=

—4la®-4)=0;, a>-4=0; a’=4; a=tJi=%2

Por tanto,
Siaz-2y2 — [A/#0 — ran(A)=3

Sia=-2,
1 2 3 sabemos que ‘A‘ =0
A=|-1 -2 1 3
como =2+6=8#0 — ran(A)=2
1 2 3 — 1
Sia=2,
1 2 3 sabemos que ‘A‘ =0
A=|—-1 2 1 2 3
como =2-6=-4#0 — ran(A)=2
1 2 3 1
Finalmente,

Sia#z-2y2 ran(A)=3
Sia=-2 o a=2, ran(A) =2

b);C?/AC=161 para a = 0.
Como a=0 (a#-2y2), ran(A)=3 y existe A”.
Sabemos que |A|=—4(a>—4) — |4 _ =|-4(-4)|_,=-4(0"-4)=16

Calculemos A'I,

Clases de preparacion para PAU, PCE, Selectividad +25 online, grupos reducidos, horarios flexibles.
Academia ONLINE de Mateméticas, Fisica y Quimica tuprofealrescate.com



‘0 1‘ ‘—1 1‘ ‘—1 0‘
1 2 3 23D Sl =2 ey 2 4 2 2 =12 2
menores 2 3 ] 3 I 2 adjuntos traspuesta
A=|-1 0 - =|-12 0 4| > |12 0 -4| —> |4 0 -4
1 -2 3 Lo d -2 2 -4 2 2 4 2 2 4 2
- 2 3 |1 3 |1 2 B
o 1 |-1 I |-1 0
2 =12 2
Finalmente, A’ :i 4 0 -4
16
2 4 2
Obtengamos la matriz C.
A C = 16 I, multiplicando por la izquierda por A”,
ATAC=A"16I; I1C=16A"T C=16A"
2 —12 2) (2 -12 2 2 -12 2
Luego C=16-214 0 —4|=|4 0o -4| Solucion: C=|4 0 —4
16
2 4 2 2 4 2 2 4 2
c) Rango de B
1 1 2 3
B=|-1{(1 2 3)=|-1 -2 -3
2 2 4 6
En estamatriz F>=—F; y F;=2.F) tiene una sola fila linealmente independiente, luego ran(B) = 1.
X 1
(Elsistema B| y |=|—] | tiene solucion?
Z 2
1 2 3| 1
|
La matriz ampliada de este sistema es: M =|—1 -2 =3 -1
|
2 4 6! 2
En esta matriz también se cumple que F, = — F; 'y F3; = 2 . F), tiene una sola fila linealmente

independiente, luego ran(M) = ran(M°) = 1 < n° de incognitas. Por tanto el sistema es compatible
indeterminado.
Luego, el sistema planteado tiene solucion.

Aunque no se pide, la solucion del sistema seria:

1-24-3u
A A pueR
U

X
De la primera ecuacion despejamos x: x=1-2y—-3z7 — 3y
Z
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PROBLEMA 5. Dados los puntos P(1,1,0), Q2,-1,1)y R(a, 3,— 1) se pide:
a) La ecuaciéon del plano que contiene a P, Q y R cuando & = 1 y la distancia de dicho
plano al origen de coordenadas. (3 puntos)
b) La ecuacion de la recta r que pasa por R cuando or= 1y es paralela a la recta s que
pasapor P y Q. (4 puntos)
c) Los valores de o para los cuales P, Q y R estan alineados y la ecuacion de la recta que
los contiene. (3 puntos)

Solucion:
a) ;plano w que contiene los puntos P, Q y R para = 1?
P(1,1,0), Q2,-1,1)yR(l,3,-1)
punto P(], 1, 0)

Del plano 7 conocemos ) P—Q(l —2,1)
vectores directores §
PR(0,2,—1)
La ecuacion del plano 7 sera:
x—1 y-1 z x=1 y-1I z
1 -2 1|=0 1 -2 I|=0 - y—-I1+2z=0 — y+2z-1=0

0 2 -1 F,+F, 1 0 0
Por tanto, la ecuacion del plano 7mw: y+2z-1=0

¢/ Distancia del plano 7 al origen de coordenadas 0(0,0,0)?

_lo+2.0-0 |11 ﬁu,l.50’4472u.l.

o+ +22 5 5

d(o,r)

b) jrectar/ Rcr y r//s{PyQ € s}?

vS:P—Q(],—Z,]) — como rlls — v .=v, — v.(,-2,])

Punto R(1,3,.1)
De la rectar:< _
Vr (17_2’])

x—1 y-3 z-1
Por tanto, r: = = .

3 -2 1

Jd(r,s)?

Comorlls — d(r,s)=d(P,s)="—=—

P =R(3-I

PP =(0.-2.])
P =(1,1.0) |

v=Ue2D - =247 =16
i j k
PP xv S-2 1 S 4 S -2 - -
PI’P?XVY: 0 -2 1Ii=i -] + :]+2k:(0’]’2)
R P N A L
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ﬁxﬂ:\/02+12+22:\/§
J5

Finalmente, d(r,s) = —=09129 u.l.
J6

c);a/P, QYR estén alineados?
P, O y R estdn alineados cuando PQ// PR
P(I, I: 0): Q(Z, _]) ])yR(a 3; - I)
PO(I,-2,1)
PR(a—12,~1)

PONPR — L ==2_1 L _ gl a=0
a—1 2 -1 a—1

Para este valor de ¢ la ecuacion de la recta que contiene a P, Q y R es:

{escogiendo como punto P y como vector director P—Q }
x—1 y—-1 z

1 -2 1

Solucion: P, Qy R estén alineados cuando a=0 y

la ecuacion de la recta que los contiene es = a4
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PROBLEMA 6. Queremos disefiar un campo de juego de modo que la parte central sea
rectangular, y las partes laterales sean semicircunferencias hacia fuera. La superficie del campo

mide ( 4 + ™ ) metros cuadrados. Se quieren pintar todas las rayas de dicho campo tal y como se
observa en la figura. Se pide:

a) Escribid la longitud total de las rayas del campo en funcién de la altura y del rectdngulo.
(5 puntos)

b) Calculad las dimensiones del campo para que la pintura usada sea minima. (5 puntos)

Solucion:

un rectangulo de dimensiones x e y
El campo es: 4 v dos semicircunferencias de radio y/2.
Su superficie es de (4 + 1) m’.

SIS

a) La longitud de las rayas a pintar serd:
Perimetro del rectangulo: 2x+ 2y
Perimetro de una semicircunferencia: m y/2
Las dos semicircunferencias: 2w y/2=m y

Portanto: L=2x+2y+ my

Para poder expresar L en funcion de y, hay que buscar la relacion entre x e Y.

La relacion la obtendremos a partir del valor de la superficie del campo.

El campo estd formado por un rectdngulo y dos semicirculos,

- rectangulo de lados x e y — Agp=xYy

- dos semicirculos de radio y/2 — Asc=(1/2)x (y/2)2 =(12)x (y2/4) = 7ry2/8
el drea de los dos semicirculos serd: 2 w y*/8 = m y*/4

Superficie del campozxy+§y2. Luego xy+§y2=4+7[ despejemos x
4+7-"
T >
xy=4+r—-——y- — x=
4 y
4+1-"y 8+21r-2 S or x
Luego, L=2|—F— +2y+7£y=—2+2y+ﬂ'y=—+——5y+2y+ﬂ'y=
y y
8+2rx 4 8+27x V4
= +2y+|m——|y= +2y+—y
y 2 2
8+2rx V4
Solucion: L= +2y +5)’
Y
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b) ; Dimensiones del campo para que la pintura usada sea minima?
Debemos minimizar L. Como y es la longitud de un lado, por definicion, y =0.

L=8+2ﬂ+2y+£y
y 2
L’:::_—(ﬁizgz—)+2+z
y 2
I'=0 —(LZZ”L“Z:O; 2+£:8+227£; 4+7£:8+227:; polo+er.
Y 2y 2 y 4+
4+

Como y 20, la solucion obtenida es y = 2. Ahora podemos estudiar el signo de L en los intervalos (0,2) y
(2,+e0) o calcular L. Calculemos L.

Reescribimos la expresion de L,

L’::—_—@J%gr—)+2+£=—(8+2ﬂ)y‘2+2+z
y 2
L =—~(8+27)(-2)y" = (16 +47)y~ =1 +34”
y
Paray=2, L' = 16 +347[ >0
2

Por tanto en y = 2 hay un minimo relativo (el tinico extremo obtenido). Este minimo relativo es el absoluto
de L porque alaizquierda de 2 L es decreciente y a la derecha creciente.
T 52
4+7——2
i 4° _A+r-r
2 2

2

y=2 — x=

Solucion: para que la pintura usada sea minima las dimensiones del campo son la parte central un
cuadrado de lado2m (x=y=2) y las semicircunferencias laterales de radio 1 m.
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