PAU Madrid - Matematicas Il

Convocatoria extraordinaria de coincidencias de 2024

Se desarrollan todas las alternativas del examen. En la prueba basta con contestar a las opciones que se
elijan.

Pregunta A.1 - Discusion de un sistema

La matriz de coeficientes y la matriz ampliada del sistema son

2 -1 a 2 -1 a|—-a
A=11 2 3}, A = 1 2 3|-2
a a 2 a a 2|-8

Como el determinante permite saber si el sistema cuadrado tiene solucién unica, lo calculamos:

2 -1 a
detA=1{1 2 3| =2(4-3a)+(2-3a)+ala—2a)=10~-9a—a®=—(a+ 10)(a — 1).
a a 2

Sia # —10,1, entonces det A £ 0, de modo que rg(A4) = 3. Por Rouché-Frobenius, rg(A) = rg(A4*) = 3, igual al
numero de incognitas: el sistema es compatible determinado.

Para los valores que anulan el determinante, comparamos los rangos de Ay A*.

Caso a = 1. Restamos la tercera ecuacion de la segunda y restamos dos veces la tercera de la primera. En
las columnas de coeficientes queda
(0,1,1), (0,-3,-3),

que son proporcionales; por tanto, rg(4) = 2. En los términos independientes, las mismas operaciones dan
6 y 15, que no guardan esa proporcion. La matriz ampliada tiene rango 3. Como los rangos son distintos, el
sistema es incompatible.

Caso a = —10. La tercera ecuacion se puede escribir como z = 5z + 5y — 4. Al sustituirla en las dos primeras
se obtiene en ambos casos la misma relacion independiente:

16z + 17y = 10.

Por tanto, rg(A4) = rg(A*) = 2 < 3. El sistema es compatible indeterminado, con un parametro libre. Tomando
T =1,

10 — 16t
FE N

Y

Z_5t+5<1016t> o, Bt—18

17 1T

Conclusién. Es SCD sia # —10,1, Sl sia = 1y SCl sia = —10. Para a = —10, las soluciones son (¢, 10516t 5218,
teR.

Pregunta A.2 - Funcion a trozos
a) Continuidad y derivabilidad en = = 1

Para decidir la continuidad, comparamos los limites laterales con el valor de la funcion:

1-In1 zinx
lim ze® = e, N=e+-——=c¢ lim e+ ——— | =e.
r—1— f( ) 12 +1 ’ r—1+ < 2 +1
Los tres valores coinciden, asi que f es continua en z = 1.
Para la derivabilidad, comparamos las derivadas laterales. En el tramo izquierdo,

%(mez)zem(l—&-x) = fL(1)=2e.

En el derecho,

d zlnz (Inz+1)(2? +1) — 222 Inx
2 e _
dx 2241 (2 +1)2 ’

por lo que f/ (1) = 2 = 1. Como las derivadas laterales son distintas, f no es derivable en z = 1.
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b) Limite cuando = — +oco

En este tramo,

zing
fw=e+iy

Dividimos numerador y denominador de la fraccion por z2:

zlnz . Inz/x

z—too 22 +1  a—too 14+ 1/1‘2 o

)

pues Inz/x — 0. Por tanto,
Conclusién. lim f(z) =e.
T—+00

¢) Integral entre 0 y 1
En el intervalo de integracién se aplica f(z) = ze®. Integramos por partes, tomando u = z y dv = €” dz:

1 1
/ ze® dr = [ze®]) —/ e dr = [(z —1)e"]y = 1.
0 0

1
Conclusién./ f(z)dz =1.
0

Pregunta A.3 - Geometria en el espacio

La recta r esta definida por2z —y =0y z + 2 = —1. Tomando z = t, queda en forma paramétrica
r:o ox=t, y = 2t, z=—1-t,

con punto R = (0,0, —1) y vector director 4 = (1,2, —1).

a) Posibles coordenadas de C'

Como C ¢ r, escribimos C = (t,2t,—1 — t). El 4rea de un tridngulo con lados AB y AC es la mitad del médulo

de su producto vectorial:
A= 1|aB A,

De los puntos dados,
ﬁ:B*A: (0,170)7 (7170a1) = (171771)7

AC=C—A=(t,2,—1— 1) — (-1,0,1) = (t + 1,2, —2 — t).
El area debe ser v/2/2, asi que el médulo del producto vectorial debe ser /2. Calculamos
ABx AC = (t—2,1,t 1),
(t—2+1+(t-1)2=2 = 22-6t+4=0 = (t—1)(t—2)=0.
Asi,t =10t = 2,y los dos puntos de la recta que cumplen la condicién son Conclusién. C; = (1,2,-2) y
Cy = (2,4,-3).
b) Recta paralela a ~ por P

Una recta paralela a r debe tener el mismo vector director (1,2, —1), y ha de pasar por P = (2,1, —1). Por ello,
su forma parameétrica es

s: =2+t y=1+2t, z=—-1—t, teR.

Conclusioén. La recta pedida es la anterior.

Pregunta A.4 - Probabilidad

Como By C son independientes, P(BNC) = P(B)P(C) = 0,3P(B). Usamos ademas la féormula de la union:
P(BUC)=P(B)+ P(C)—P(BNC).
Sustituyendo P(BUC) = 0,73y P(C) =10,3,
0,73=P(B)+0,3—0,3P(B) = P(B)= %.

En particular, P(BNC) = 2 .0,3 = 129,
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a) Independenciade Ay B U C
Para que estos sucesos sean independientes debe cumplirse P(AN (BUC)) = P(A)P(BUC). Como P(AU
BuC) =1,
1=PA)+P(BUC)—-P(AN(BUQ)),
de donde
P(AN(BUC))=0,5+0,73 —1=0,23.

En cambio, P(A)P(BUC) = 0,5 0,73 = 0,365. Estos valores no coinciden. Conclusién. Ay B U C no son
independientes.

b) Célculo de P(B)y P(C'n (AU B))

La probabilidad de B ya obtenida es 22. Para la segunda, distribuimos la interseccion y restamos la parte
comun que se cuenta dos veces:
CN(AuB)=(AnC)u(BNO),

y la interseccién de estos dos sucesos es AN BN C. Por inclusidon-exclusion,

P(CN(AUB))=PANC)+P(BNC)—PANBNC(C)
129 117

=021+ — — =—.
0 +7OO 006 350

Conclusién. P(B) = £y P(CN(AUB)) = 1.

Pregunta B.1 - Nimero de tres cifras

Sean z, y y z las cifras de las centenas, decenas y unidades, respectivamente. El numero es 100z + 10y + z, y
el que se obtiene al invertir las cifras es 100z + 10y + x. Traducimos los tres datos:

T+y+z=13,

(100z + 10y + z) — 2(100z + 10y + x) = 437,
7m—|—z+1
== ,

La tercera igualdad equivale a 2y = x + z + 2. Sumandola con la primera,
Jy=15 — y=235, x4+ z=_8.
La segunda ecuacion se reduce a 98z — 10y — 199z = 437. Al sustituiry =5y 2 =8 — z,
982 — 50— 199(8 —x) =437 = 2972 =2079 = xz=T.

Por tanto, z = 1. Las cifras son validas y la comprobacion da 751 —2-157 = 437. Conclusién. El nimero buscado
es 751.

Pregunta B.2 - Funciones polindmicas

a) Ejemplos con las intersecciones pedidas

Para que un polinomio se anule en ciertos valores, incluimos los factores correspondientes:
flx) =a(z—1)(z—-2)

es de grado tres y tiene ceros en 0, 1, 2. Para que sus Unicas intersecciones con el eje de abscisas sean 0y 1,
hacemos que uno de esos factores aparezca dos veces:

g(x) = 2*(x —1).

Sus ceros son exactamente z = 0 y = 1. Conclusién. Dos ejemplos validos son f(z) = z(z — 1)(z — 2) ¥y
g(x) = a*(z = 1).

b) Méximo en (0,0) y minimoen (1, —1)

Buscamos un polinomio cubico cuya derivada se anule en las abscisas 0 y 1. Tomamos

f(x)=kax(x—1), k>0,
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porgue su signo es positivo antes de 0, negativo entre 0 y 1, y positivo después de 1; asi hay maximo en 0y

minimo en 1. Integramos:
3 2

f(x):k(”;—g) +C.
La condicion f(0)=0daC =0,y f(1) = —1 implica —k/6 = —1, luego k = 6. Por tanto,
f(z) =223 — 322
Conclusién. Una funcién que cumple las condiciones es f(x) = 223 — 322.

¢) Interseccion de una cibica con el eje de abscisas

Sea p(x) = az® + bax? + cx + d, con a # 0. Para x muy grande y positivo, p(z) tiene el signo de a; para
muy grande y negativo, tiene el signo contrario. Como los polinomios son continuos, el teorema de Bolzano
asegura que existe algun valor donde p(z) = 0. Conclusién. Toda funcién polindmica real de grado tres corta
al eje de abscisas al menos una vez; no puede evitarlo.

Pregunta B.3 - Rectas y planos

La recta r es la interseccion de los planos de normales 7; = (1,2,1) y i = (1,1,2). Su vector director es
perpendicular a ambos:

N .

k
iy =1t 1

i
UT:n1Xﬁ2: 1
1 1 2

Un punto de r se obtiene tomando y = z = 0, de donde z = 2; asi, R = (2,0,0).

=(3,-1,-1).

a) Angulo con el vector normala z = 0

El plano z = 0 tiene vector normal 77 = (0,0,1). El coseno del angulo agudo entre dos vectores se calcula
mediante el producto escalar:

i, i 1 1

@[ B+ (=12 + (-1)2 V1T

cosf =

Conclusion. El angulo pedido es # = arc cos (%) aproximadamente 72,45°.

b) Planos que se cortan en »

Todo plano que contiene r puede formarse como combinacion lineal de las ecuaciones que definen r. Escri-
bimos
=x+2y+2-2=0, Fr=x4+y+22-2=0.

Para que 7, pase por P = (1,2,3), imponemos 6« + 78 = 0, pues Fi(P) = 6y F»(P) = 7. Tomando (¢, ) =
(7v *6)1
7T117F1—6F2:0 — .’E+8y—52—2:0
Conclusién. El primer planoes n; : =+ 8y — 52 —2=0.
Para que m no corte el eje OZ, el coeficiente de » debe ser cero y el término independiente no debe serlo.
Tomamos («, 8) = (2,—1):
me:2F1 —F, =0 — z+4+3y—2=0.

Conclusion. El segundo planoes my : o+ 3y —2 = 0.
Al poner z = y = 0, esta ecuacion queda —2 = 0, imposible; por ello el plano no tiene puntos en el eje OZ.
¢) Posicion relativade r y s
La recta s debe expresarse en forma paramétrica:
st x=—-2+4) y=1-—2\, z=143\

Sus vectores directores son 4, = (3,—1,—1) y @s = (1,—2,3), que no son proporcionales. Para decidir si las
rectas no paralelas se cortan, comprobamos si son coplanarias. Con R = (2,0,0) e ry S =(-2,1,1) € s,

RE=5-R=(-2-21-0,1-0)=(-4,1,1),

(@ x ;) - RS = (=5, 10, —5) - (—4,1,1) = 5 # 0.

El producto mixto no nulo indica que las dos direcciones y el vector que une las rectas no son coplanarios.
Conclusion. r y s son rectas que se cruzan.
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Pregunta B.4 - Distribucion binomial y aproximacion normal

a) Niimero de procesadores nuevos en un palé

Cada ordenador lleva un procesador nuevo con probabilidad p = 0,3, y en un palé hay n = 10 ordenadores. Si
consideramos independientes las elecciones de procesador, el nUmero X de procesadores nuevos sigue

X ~ Binomial(10,0,3).

En una binomial, la media es . = np y la desviacion tipica es o = \/np(1 — p). Luego

w=10-0,3 =3, oc=14/10-0,3-0,7=+/2,1.
La probabilidad de que haya exactamente dos ordenadores con procesador nuevo es

10

P(X =2)= < ) ) (0,3)%(0,7)% ~ 0,2335.

Conclusién. X ~ Binomial(10,0,3), u =3, 0 = /2,1y P(X = 2) = 0,2335.

b) Al menos el 75 % de procesadores antiguos en una tienda

En los 20 palés se reciben n = 200 ordenadores. Sea Y el numero con procesador antiguo; la probabilidad de
que un procesador sea antiguo es 0,7, por lo que Y ~ Binomial(200, 0,7). La media y desviacion tipica son

f=200-0,7=140, o =1/200-0,7-0,3 = v/42.

Aproximamos esta binomial mediante una normal N (140, v/42). “Al menos el 75 %" significa Y > 150. Con la
correccioén de continuidad,

149,5 — 140
V42

La tabla de la normal da P(Z < 1,47) = 0,9292, de modo que

P(Y >150) = P (Z > ) = P(Z > 147).

P(Z > 1,47) = 1 — 0,9292 = 0,0708.

Conclusion. La probabilidad aproximada es 0,0708, es decir, un 7,08 %.
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