PAU Comunidad Valenciana - Matematicas Il

Septiembre de 2002 - Convocatoria extraordinaria

El examen permite elegir uno de dos ejercicios y resolver tres de sus cuatro problemas. Para que esta
solucion sirva de repaso completo, desarrollamos los ocho problemas, con sus apartados.

Ejercicio A - Problema 1

Se dan las matrices

2 -1
(B 5o (* Y NS 2 ) oo (7).
9 4 2 -3 2 L 1 2

a) Calcular M = A — 2BC. Primero multiplicamos B por C. Cada entrada es el producto escalar de una
fila de B con una columna de C:

(1241 (=3)+(-1)-1 1-(-1)+1-24+(-1)-4\ (-2 -3
BC_(2-2+(—3)-(—3)+2-1 2-(—1)+(—3).2+2.4)_<15 o)'

Multiplicamos por el escalar 2 y después restamos, entrada a entrada, de A:
-4 —6 5 8 -4 —6 9 14
2BC = M=A-2BC = — = .
(30 0 ) (9 4) (30 0 ) (—21 4)

b) Justificar que D es invertible y calcular D™, Para una matriz cuadrada, existe la inversa si su
determinante no es cero:

detD=3-2—-7-1=—1#0.

c d —c a

_D_]':i 2 -7 _ -2 7
—1\-1 3 1 -3/
c)Hallar X,Y si DX = M = YD. be DX = M, multiplicamos por D~ por la izquierda. De YD = M,
multiplicamos por D~ por la derecha:

X— DM — =2 9 14 _ —18 — 147 —-28 +28 _ —-165 0
1 -3/)\-21 4 9463 14 — 12 72 2

9 14 -2 7 —18+14 63 — 42 —4 21
Y=MD"'= = = :
(—21 4) ( 1 —3) ( 42 + 4 —147 — 12) (46 —159)
Comprobamos las dos igualdades pedidas:

bx= (i’ ;) <_71: 5 (2)) - (—921 144) =M, ¥D= (;: —21159) G D B (—21 144) =M.
Ejercicio A - Problema 2

La talla T', medida en metros, sigue una normal de media g = 1.70 m y desviacion tipica o = 0.20 m. La
tipificamos con Z = (T — p) /o, que sigue una normal estandar.
a) Probabilidad de que la talla supere 1.95 m.
1.95 - 1.70
= -
0.20

L]
a b d -b
Asi, D71 existe. Para una matriz 2 X 2, usamos ( ) — —adibc ( ):

=

=1.25, P(T > 1.95) = P(Z > 1.25) = 1 — $(1.25).
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De la tabla normal, ®(1.25) ~ 0.8944. Por tanto,

P(T > 1.95) ~ 1 — 0.8944 = 0.1056, es decir, 10.56%.

b) Probabilidad de superar 1.95 m sabiendo que la talla supera 1.65 m. El suceso T" > 1.95 esta
contenido en T' > 1.65, asi que la probabilidad condicionada es el cociente entre la probabilidad del
suceso mas restrictivo y la del condicionante:

P(T > 1.95)
P(T>195|T>1.65)= —— 2.
( | ) P(T > 1.65)
Tipificamos el limite inferior:
1.65 — 1.
—650 20 D - —0.25, P(T > 1.65) = P(Z > —0.25) = 1 — ®(—0.25) ~ 1 — 0.4013 = 0.5987.

Usamos el resultado del apartado anterior:

0.1056

P(T > 195 | T > 1.65) & g =oce =

0.1764, aproximadamente 17.64%.

Ejercicio A - Problema 3

Los planos son
m:x+y—6=0, m:2x+4y+Az+2=0.

a) Recta de interseccion cuando A = 4. Sustituimos el pardmetro en 7 y simplificamos dividiendo entre
2:

m:ze4+y—6=0, m:zx+2y+22+1=0.
Tomamos 2 = t como variable libre. De la primera ecuacion, y = 6 — x. Sustituimos en la segunda:
z+26—2)+2t+1=0 = =13+2t, y=6—az=-7—2¢.

La recta, exclusivamente en forma paramétrica, es

|r: z=134+2t, y=-T7T—-2t, z=t, teR.

Al sustituir estas expresiones en ambos planos se obtiene O, por lo que todos sus puntos pertenecen a la
interseccion.

b) Valor de )\ para que los planos formen 45 grados. Los vectores normales, leidos de los coeficientes de
los planos, son7i; = (1,1,0) y 7. = (2,4, A). El dngulo agudo entre planos cumple

cosf = M
|71 [7ie]
Sustituimos los vectores y § = 45°:
1:2+1-44+0-A _ 6
VA V2 T2+ N V220 + 22
Multiplicamos por ﬁm, que es positivo:

6=1v20+X2 = 36=20+)* = (A=40)=—4.|

= c0s45° =

1
7

Los dos valores satisfacen la ecuacion del coseno y producen el angulo pedido.

Ejercicio A - Problema 4

La funcion es f(:n) = 3 + az? + bz + ¢. Su dominio es R porque es un polinomio. Para hallar los
extremos calculamos la derivada y la igualamos a cero:
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f'(z) = 32> + 2az + b.
El maximo en £ = —4 y el minimo en & = 0 son puntos criticos. Asi,
f'(—4)=48—-8a+b=0, f'(0)=b=0.

De la segunda igualdad b = 0; al sustituirla en la primera, 48 — 8a = 0, de donde a = 6. Asi, la derivada
queda factorizada:

f'(z) = 32> + 12z = 3z(x + 4).

Sus unicos ceros son € = —4 y £ = (. Probamos un valor a la izquierda, uno entre ambos puntos y uno a
la derecha:
Intervalo o punto | Valor de prueba | sgn(f’) | Conclusion
(—o0, —4) f'(-5)=15 + Crece
—4 Fl(-4) =0 0 Miximo
(—4,0) f'(-2) =-12 - Decrece
0 f/(0)=0 0 Minimo
(0, 00) f'(1)=15 + Crece

El cambio de signo confirma el maximo en —4 y el minimo en 0. También se confirma con la segunda
derivada:

f'(z) =6z +2a=6z+12, f'(—4) =-12<0, f'(0) =12 > 0.

Las asintotas verticales no existen porque el dominio es todo IR. Tampoco hay asintota horizontal ni
oblicua: al restar cualquier recta ma + n, el término dominante de f(z) — (mx + n) sigue siendo z3,

que no tiende a cero cuando £ — =00. Los valores de los extremos son f(—4) = —64+96 — 6 =26 y
f(0) = —6. Falta imponer f(1) = 1:

l1+4a+b+c=1 = 14+64+04+c=1 = ¢ = —6.

a=6,b=0,c=—6, f(x) =z + 6z> —6.

Ejercicio B - Problema 1

El sistema depende de A:

c+yt+z=)A
2z + 3y + 52 = 2,
3z + by + A2z =1.

Escribimos la matriz de coeficientes y la ampliada:

11 1 11 1 A
AN =12 3 5|, 4p=[2 3 5 2
3 5 A 3 5 A2 1

Calculamos primero el determinante de A:
det A = (3\% —25) — (222 —15) + (10 —9) = A2 — 9 = (A — 3)(\ + 3).

SiA#3yA# -3 det A#0,luego rg(A) = 3. La matriz ampliada contiene las tres columnas
independientes de A, asi que rg(A|b) = 3. Por Rouché-Frobenius, el sistema es compatible determinado
(SCD): tiene una unica solucion.

Estudiamos por separado los valores que anulan el determinante. Un menor de orden 2 de A vale
‘1 1

=3-2=1+#0,
2 3 7

Academia de Matematicas, Fisica y Quimica - Clases individuales y grupales - Preparacién Selectividad, PCE y +25 https://tuprofealrescate.com


https://tuprofealrescate.com

por lo que en ambos casos singulares rg(A) = 2. Para ver el rango ampliado, hacemos R < Ry — 2R,

yR3(—R3—3R1:
1 1 1 A
(Ap)~]0 1 3 2-2x
0 2 X2—-3 1-3X\

Caso A\ = —3. La forma reducida es
11 1 -3 1 1 1 -3
013 8]|~1]01 3 8
0 2 6 10 0 0 0 —6
La ultima fila expresa 0 = —6, luego el sistema es incompatible. Ademas, el menor de la ampliada
formado por las columnas de z, y, b vale
1 1 -3
0 1 8|=-6+#£0,
0 0 —6

asi que rg(A|b) = 3 # rg(A) = 2. Por Rouché-Frobenius, es incompatible (SI).
Caso )\ = 3. La forma reducida es

1 11 3 1 N s
013 —4|~|0 1 3 4
0 2 6 -8 0 00 O

1 1
El menor de orden 2 ‘2 3 = 1 aparece tanto en A como en la ampliada, asi que ambos rangos son al

menos 2. La tercera fila nula en la forma reducida muestra que todos los menores de orden 3 de la
ampliada son cero; por tanto,

rg(A) =rg(Alb) =2 < 3.

Por Rouché-Frobenius, es compatible indeterminado (SCI).
ii) Conjunto de soluciones cuando A = 3. Las dos ecuaciones independientes son

z+y+z=3, y+3z2=—4.

Tomamos z = t. Entoncesy = —4 — 3t yx =3 — y — 2 = 7 + 2t. La solucién general es

S ={(7+2t,—4 - 3t,t) : t € R}.

iii) Vector de S perpendicular a (1,1, 2). El producto escalar debe ser cero:
(7+2t,—4-3t,t)-(1,1,2) =7+2t—4—-3t+2t =3+t =0.

Asi, t = —3, y el vector pedido es

(1,5,-3)]

Comprobacion: (1,5,—-3) - (1,1,2) =1+5—-6 = 0.

Ejercicio B - Problema 2

El plano, en forma general, es 7 : 8¢ — 4y + z — 3 = 0, con vector normal i = (8, —4, 1). El punto es
P = (1, -3, 7).

a) Recta perpendicular por P. La direccion de la recta es el vector normal del plano. En forma
paramétrica:

r:c=1+4+8,y=-3—-4t, 2=T+1t, teR.
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La recta pasa por P, pues al tomar t = 0 se obtiene (1, —3, 7). Su vector director es (8, —4,1), igual al
vector normal de 7; por ello es perpendicular al plano. Se deja expresada unicamente en forma
paramétrica.

b) Distancia de P al plano. Para ax + by + ¢z + d = 0, usamos
_ lazp +byp +czp +d
T VEiEiE
Sustituimos los coeficientes y las coordenadas de P:

_8(1) —4(=3)+1(7) -3 24
/i (ar+1z 9

c) Planos a distancia 3 de 7. Los planos buscados son paralelos, asi que conservan el mismo vector
normal. En forma general escribimos 8z — 4y + z + d = 0. La distancia entre este planoy 7 es

d— (-3 d

/82 + (—4)2 + 12 9
Asi,d =24 0d = —30, y los dos planos son

d(P,)

d(P,)

= g unidades|.

18z —4y+2+24=0|, 8z —4y+2—30=0]|.

Ejercicio B - Problema 3

Cada visita termina en venta con probabilidad p = 0.4 y en no venta con probabilidad g =1 — p = 0.6.
Para cinco visitas independientes, el nimero de ventas X sigue una binomial X ~ B(5,0.4). La
probabilidad de exactamente k ventas es

P(X=k)= (2) (0.4)%(0.6)*.

a) Ninguna venta.
P(X =0) = ((5)) (0.4)°(0.6)° = 1-1-0.07776 = [0.07776].

b) Exactamente dos ventas. Hay (5) = 10 maneras de elegir qué dos clientes compran. Para cada
eleccion, la probabilidad es (0.4)2(0.6)3:

5

P(X=2)= ( 2) (0.4)%(0.6)3 = 10-0.16 - 0.216 = [0.3456 .

c) Exactamente cuatro ventas. Hay (i) = b maneras de elegir los cuatro clientes que compran:

P(X=4)= (Z) (0.4)%(0.6)! = 5-0.0256 - 0.6 = [0.0768].
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Ejercicio B - Problema 4

Las curvas sony = z? yy= ﬁ La primera tiene dominio R por ser polindmica. La segunda también

tiene dominio R, porque 1 + 2“ > 1 > 0, asi que su denominador nunca se anula.
Puntos de corte. Igualamos las funciones. Como 1 + z2 >0, podemos multiplicar sin cambiar las
soluciones:

2 2

=112 — 22(1+22) =2 = z*+22-2=0.
T

Z

Conu = z2 > 0, queda u? + u — 2 = (u + 2)(u — 1) = 0. La Unica solucién admisible esu = 1, es
decir, £ = —1 o = 1. En ambos casos y = 1, por lo que se cortan en (—1,1) y (1,1).

Entre esos puntos la curva superior es 2/(1 + :132): por ejemplo, en £ = 0 vale 2, mientras que z2 = 0. El
area se obtiene integrando curva superior menos curva inferior:

2 y

-1 1

—y = 2/(1+x?) —_—y=x

L 2
A:/ — 22 )dz.
-1 1+IB2
3

2
/ dx = 2arctanz + C, /azzdwzw——i—C.
1+ z2 3

Integramos cada término:

237" 1 1
A= [2 arctanx — —] = (2 arctan1 — §> - (2 arctan(—1) + §)

3 z=—1
T 1 T 1 2
=l=—-=-Z)-—=4+=)=|r— =~ 2474 i 2,
(2 3) ( 5 + 3) T 3 749 unidades
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