Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il - PAU

Curso 2022--2023 - Convocatoria extraordinaria

Se desarrollan las diez preguntas de las dos opciones del examen.

Bloque A

Ejercicio A.1- Potencias e inversa de una matriz
Calculamos las primeras potencias para descubrir si se repiten:

A% = A= A%A=1s.

o= O O
O O N
o Ww O

Como 2023 = 3 - 674 + 1, las potencias de A se repiten cada tres exponentes y 42023 = A,
De A3 = I3 se deduce que A es invertible y que A~! = A2,

AB — 13; A2023 —_ A, A71 — A2 —_

o= O O
O O N
oS w o

Ejercicio A.2 - Tangente y extremos relativos

La funcion es polindmica, por lo que su dominio es R. Para la tangente en z = 1, necesitamos el punto y la
pendiente:
f(ly=1+2=3, f'(x) = 32% + 4a, (=1

La ecuacion punto-pendiente da y — 3 = 7(z — 1), es decir, y = 7x — 4.
Los extremos pueden aparecer donde f’(z) = 0. Factorizamos:

4
f(z)=2B8x+4)=0 = x:—EOxzo.

La derivada es positiva en (—oo, —4/3), negativa en (—4/3,0) y positiva en (0, +c0). Asi, hay un maximo relativo
en x = —4/3 y un minimo en =z = 0. Sus ordenadas son

f<—§> -2 jo=0.

- 4 32 -~
y="Tr—4 maximo local (_5’ 2—7); minimo local (0, 0).

Ejercicio A.3 - Continuidad y drea

a) La posible discontinuidad esta en x = 2, donde cambia la definicién. Para que la funcién sea continua, el
limite por la izquierda debe coincidir con el valor de la rama exponencial en ese punto:

e?—3

da+3=€e> = a= 1

b) En [2,3] la funcién es ¢*, que es positiva. El area solicitada es, por tanto, la integral definida de esa rama:

3
A:/ e”dr = [e"]3 = 3 — €2
2

62—3.
4 )

a= A = e — €% unidades cuadradas.

Ejercicio A.4 - Probabilidad condicionada

Sean I el suceso «practica suficiente actividad fisica» y V el suceso «consume entre una y cuatro porciones
de fruta o verdura». La interseccion se obtiene con la formula de la unién:

P(FNV)=P(F)+P(V)—P(FUV) = 0274 + 0,651 — 0,763 = 0,162.
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Para el apartado b), el suceso «no hace suficiente actividad y no consume esa cantidad» es (F'U V)°. Asi,

P((FUV)?) 1-0,763 0,237 237

P FC cy — — = = — X ]..
(FE V) P(Ve) 1= 0651 0320 319~ 007
237
P(FOV)=016%  P(F°| V)= 225~ 0,6T9L.

Ejercicio A.5 - Tamaiio muestral e intervalo para una proporcion
a) Para estimar una proporcién con error maximo E, el tamafo debe cumplir

Z%,a/gp(l - p)
> - T
> 52
La confianza del 99,01% corresponde aproximadamente a z;_,/, = 2,58. Con p = 0,55y E = 0,10,

< 2:58%(0.55)(0.45)
= 0,102

~ 164,75.

Se redondea al entero superior para garantizar el error indicado.
b) La proporcién observada es p = 70/100 = 0,70. El intervalo al 95% es

p:|:1796\/7100 =0,70+ 1,96 EETEE ~ 0,70 = 0,0898.

[ 7min = 165 IClys (p) ~ (0,6102,0,7898). |

Bloque B

Ejercicio B.1 - Discusion y resolucion de un sistema
La matriz de coeficientes y el término independiente son

a 1 2 1
A=1[1 a 2], b=|a], detA = (a—2)(a—1)(a+3).
1 2 a 1

Sia ¢ {-3,1,2}, el determinante es no nulo, asi que el sistema es compatible determinado.
Para justificar los rangos en los casos criticos, mostramos menores no nulos y reducimos las matrices am-

pliadas. Sia =1, el menor L

1‘ =1darg(4) > 2,y lareduccién

1 2
1 0 3|1
(A~[ 01 -1]0
00 0]0

muestra rg(A4) = rg(A*) = 2 < 3; el sistema es compatible indeterminado.

Para a = —3, el menor

1
=8esnhonuloy

1 -3
1 0 —-1]0
Ay~ 0 1 =110
0 0 0|1
Asi, los rangos son 2 y 3, respectivamente, y el sistema es incompatible. Para a = 2, el menor ? ;‘ =3es
no nulo, y
10 § 0
(A )~ 0 1 2]0 |,
0 0 0]1

por lo que también es incompatible (rg(A4) = 2, rg(A4*) = 3).
Para a = 0, las ecuaciones sony+2z=1,2+ 22 =0y z + 2y = 1. De la segunda, x = —2z; al sustituir en la
tercera, y — z = 1/2. La primerada 3z + 1/2 =1, luego
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a¢{-3,1,2}: SCD,

a=1: SCI,

a=-302: Sl,

a=0: (m,y,z)z(—%,%,%).

Ejercicio B.2 - Programacidn lineal
Sean z los minutos de fuerza e y los minutos cardiovasculares. Las condiciones son

45 < x4y <60, 20 <x <y.

Como el beneficio cardiovascular es doble, la funcién que optimizamos es B(z,y) = x+2y. Las intersecciones
que forman los vértices de la regién son

(20,25), (20,40), (30,30), (22,5,22,5).
La funcidn lineal alcanza su maximo y su minimo en vértices. Al evaluarla:

(r,y)  |(20,25) (20,40) (30,30) (22,5,22,5)
B=xz+2y| 70 100 90 67,5

’ Mas beneficiosa: 20 min de fuerza y 40 cardiovasculares; menos: 22,5 min de cada tipo. ‘

Ejercicio B.3 - Dominio, asintotas y monotonia

La funcion f(z) = 4+ 2/x es racional y exige = # 0, de modo que Dy = R\ {0}. Al acercarnos a cero, 2/x
diverge y aparece la asintota vertical z = 0. En los infinitos, f(z) —x = 2/2 — 0, asi que la asintota oblicua es
y = x; no hay horizontal, pues f(z) diverge.
Para estudiar crecimiento y decrecimiento, derivamos:
2 22 -2

!
El denominador es positivo en el dominio y el numerador se anula en = = /2. La derivada es positiva para
|z| > v/2 y negativa para 0 < |z| < /2. Por tanto, f crece en (—oo, —/2) y (v/2,+00), y decrece en (—+/2,0) y
(Oa \/é)'

Dy =R\ {0}; =z =0vertical; y=ax oblicua; creceen (—oco,—Vv2),(V2,+0c0).

Ejercicio B.4 - Probabilidad total y Bayes
Sean G y J las modalidades general y de jovenes doctores, y S el suceso «recibe ayuda». Los solicitantes
forman una particién con probabilidades 2159/3475 y 1316/3475. Aplicando probabilidad total,

2159 1316

P(8) = 53==(0,161) + 2-—2(0,211) ~ 0,1799.
Para hallar la probabilidad inversa del apartado b), aplicamos Bayes:
P(S | G)P(G) 2159(0,161)
P = = ~ .
(¢15) P(S) 2159(0,161) 4 1316(0,211) 0,5359

| P(S)~0,1799;  P(G | S)~0,5559.]

Ejercicio B.5 - Intervalo y tamaiio muestral

a) Con ¢ = 2 km conocida, el intervalo de confianza para la media es z + z,_,/»0/y/n. Para confianza del
99%, 20,995 = 2,576:

2
V20

b) El error maximo debe cumplir E = zy g50/y/n < 1. Con zg 95 = 1,645:

1,645 -2
NG

o0 £ 2,576 =050=%1,151.

<1l = n>10,8241.

El menor entero valido es 11.

]1099% ~ (48,849,51,151) Km;  nmin = 11.
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