PAU Comunidad Valenciana — Matematicas Il

Junio de 2022 - Convocatoria ordinaria

El examen permite elegir tres de los seis problemas. Aqui resolvemos los seis para que puedas estudiar cualquiera de
ellos. En cada apartado explicamos qué herramienta usamos y como se aplican los datos.

A=101,B=111,C=11.
-1 2 -1 010 0 -1

a) Probar que C — ABT tiene inversa y calcularla
La traspuesta intercambia filas y columnas:

Problema 1 - Matrices
Tenemos

1 0
BT=11 1
1 0
Multiplicamos fila por columna. Por ejemplo, la entrada de la primera fila y primera columnaes1-14+0-14+1:1 =2

ABT — 1-14+0-1+1-1 1-:04+0-1+1-0 _ (2 O\ _,;
C\(-1)-142-14(-1)-1 (=1)-0+2-1+(=1)-0/ \o 2/

Restamos esta matriz a C:
C_ ABT — 1 1)\ (20 _ -1 1 .
0 -1 0 2 0 -3

Una matriz cuadrada tiene inversa si su determinante es distinto de cero. En este caso,

det(C — ABT) = (=1)(-3) — (1)(0) = 3 # 0.

a b
Por tanto, la inversa existe. Para una matriz ( ) usamos
c

d
a b\ 1 d -b
c d) ad—bc\—c a)/
Sustituyendoa = —1,b=1, ¢=0, d = —3:
1/-3 -1 -1 -
— T_]':— =
- =5(3 ) (0 .

b) Caleular X siCX = ABTX + 1
Restamos ABT X en los dos miembros. Como ABTX = (ABT)X, queda

CX-ABTX=1 — (C-AB")X=1.

o= ol
N———

Multiplicamos a la izquierda por (C' — ABT)~L:
X =(C-ABY)'I=(C-ABH)™.

Asi, usando el resultado del apartado anterior,

¢) Justificar que (ABT)" = 2"
Ya hemos calculado ABT = 2I. Las primeras potencias muestran el patron:
(ABT)? = (2I)(2I) = 4I, (AB")3 = (21)(2I)(2I) = 8I.

Academia de Matematicas, Fisica y Quimica - Clases individuales y grupales - Preparacion Selectividad, PCE y +25

https://tuprofealrescate.com


https://tuprofealrescate.com

En general, al multiplicar 7@ copias de 21, sacamos el factor escalar 2 de cada copia; ademas, I™ = I:
(ABT)™ = (2I)™ = 2"I"™.

Por tanto,

(ABT)™ = 2" para todo n € N.

Problema 2 - Rango, inversa y determinante
La matriz depende del numero real m:

m 0 m-1
A=|-2m m? 1
0 2m 1

a) Estudiar el rango segiin m
El rango de una matriz 3 X 3 es 3 cuando su determinante no se anula. Desarrollamos por la primera fila:

m2

detA=m
2m

—2m m?

0 2m
= m(m® — 2m) + (m — 1)(—4m?)
=m?%(2 — 3m) = —m?(3m — 2).

i+m-ﬂ

El determinante vale cero cuando
2 2
-m“3m —-2)=0 < m=0o0m = 3

Casol:m # 0ym # % El determinante no es cero, asi que
rg(A) = 3.

Caso2:m = % El determinante es cero, luego el rango es menor que 3. Comprobamos el menor formado por las dos
primeras filas y columnas:

m 0 8
— 03 3 _ °
¥y o =m’ = m |m=2/3 =37 # 0.
Existe un menor de orden 2 no nulo; por tanto,
rg(4) = 2.
Caso 3: m = 0. Sustituimos el parametro antes de calcular el rango:
0 0 -1
A0)=]0 0 1
0 0 1
Las dos primeras columnas son nulas y la tercera no lo es; solo hay una columna linealmente independiente. Asi,
rg(4) = 1.
En conclusion,
3a m 7é 01 %7
1g(4) =42, m=2,
1, m=0.
b) Hallar A~ param = 2
Primero sustituimos m = 2:
2 01
A2)=|-4 4 1|, detA(2)=-2%3-2—-2)=-16#0.
0 4 1
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1

La inversa existe. Usamos la férmula A™' = - Adj(A), donde Adj(A) es la traspuesta de la matriz de cofactores.

Para A(2), la matriz de cofactores es

4.1-1-4 —((-4):1-1.0) (-4)-4-4-0 0 4 -—16
Cof(A(2))=| —(0-1—1-4) 2:1-1-0 —(2-4-0-00| =4 2 -8
0-1—-1-4 —(2-1—1-(—4)) 2-4—0-(—4) -4 —6 8
La trasponemos y dividimos entre el determinante:
1 4 4
AR2)t=—+| 4 2 -6
—16
-16 -8 8
o % 3
=l-1r _1 3
4 8 8
1 3 —3

¢) Encontrar m si det(24) = —8

Al multiplicar una matriz 3 X 3 por 2, el determinante se multiplica por 23
det(24) = 23 det(4) = 8[—m2(3m -2)].
Imponemos el valor pedido y simplificamos:
—8m?(3m —2) = -8 <= m?*(3m —2) =1.
Llevamos todo al mismo miembro y factorizamos:
3mP—2m?—1=0 < (m-1)Bm?>+m+1)=0.

El discriminante del segundo factor es 12 — 4 -3 -1 = —11 < 0, de modo que ese factor no tiene raices reales. La
Unica solucion real es

m=1.

Problema 3 - Posicion relativa de rectas y transversal

Las rectas vienen dadas mediante dos ecuaciones cada una. Tomamos z como parametro para escribirlas en forma
parameétrica, tal como usaremos en todo el ejercicio:

z=2z-1
" {y=2—3z = T:(iB,y,z) = (_1a2a0)+t(1,—3,1)7

r=4—-52
sz{y:4z_3 = S:(m’y’z) = (4)_3a0)+u(—5,4,1).

a) Decidir si se cortan, son paralelas o se cruzan

Los vectores directores (1,—3,1) y (—5,4, 1) no son proporcionales; por eso las rectas no son paralelas.
Comprobamos si se cortan. En un punto comun, las coordenadas z deben coincidir, asi que t¢ = u. Igualando las
coordenadas Ty y:

t—1=4-5t = t=%,
3
=

El mismo pardmetro no puede ser a la vez 5/6 y 5/7; no existe punto comun. Al no ser paralelas ni cortarse, son rectas
que se cruzan (alabeadas):

|r y s son alabeadas.

b) Recta por el origen que cortaary s
Un punto de  y uno de s son, respectivamente,

R=(-1+¢2-3t1t), S=(4—5u, 4u—3, u).
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Para que el origen, R y S estén en una misma recta, debe existir un nimero k tal que § = kR. Igualamos las tres
coordenadas:

4—-5u=kFk(t—-1), 4u—3="Fk2—3¢t), u=kt.
Sustituimos 4 = kt en las dos primeras:
A+k—6kt=0, Tht —2k—3 =0.
De la primera, k(1 — 6t) = —4; de la segunda, k(7¢t — 2) = 3. Igualando las expresiones de k:

-4 3
1—6t Tt—2

Entonces k = 2y u = kt = 1. Por ejemplo,

1
= —4(Tt-2)=3(1-6t) = t=.

111
R__(—5,5,5>,S_(—L14)_2R.

Asi, la recta buscada pasa por el origen y tiene vector director (—1, 1, 1):

|£: (z,y,2) = A(-1,1,1), A € R.|

Problema 4 - Planos y recta
El primer plano esta en forma general:

m:2z—y—z+4=0.

El segundo viene dado en forma paramétrica:

z=-14a,
m:qy=1+a+p
z=a—0.

a) Posicion relativa de los dos planos

Del segundo plano obtenemos @ = (—1,1,0) y los vectores directores 4 = (1,1,1), ¥ = (0,1, —1). Un vector
normal es el producto vectorial 7ig = 4@ X ¥ = (—2,1,1). Usando la forma general i - ((z,y,2) — Q) = 0, resulta

—2z+1)+(y—1)+2=0 < 2z—y—2+3=0.

El normal de w1 es iy = (2, -1, —1), y b = —71, asi que los planos son paralelos. No son el mismo plano: Q € s,
pero 2(—1) — 1 —0+4 =1 +# 0, de modo que Q & 71. Concluimos que

|7r1 || 72 y son distintos.|

b) Simétrico de P = (1, 0, 0) respecto de 7r;
Para el plano ax + by + cz+ d = 0, el pie H de la perpendicular desde P = (wo, Yo, zg) se calcula con

azo+byo +czo+d

H=P-
a? + b2 + c2

(a,b,c).

Aqui (a, b, c,d) = (2,—1,—1,4). El valor del numerador en P'y la norma al cuadrado del normal son
2(1)—0-0+4=6, 2>+ (-1)>+ (-1)®* =6.
Por tanto,
H=(1,0,0)~ ¢(2,-1,-1) = (-1,1,1)

Como H es el punto medio entre Py su simétrico, P’ = 2H — P = 2(—1,1,1) — (1,0, 0). Por tanto,
|P'=(-3,2,2)|
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c) Interseccion de 771 con la recta
La recta del enunciado es

z—1 'y z2—2

1 2 -1

Igualamos los tres cocientes a un parametro A y la dejamos en forma paramétrica:
r:(z,y,2) = (1+ A, 2), 2= )).
Sustituimos en la ecuacion general de 71:

21+X) —22—(2—)) +4=0,

At4=0, == A= —4.

Al sustituir ese valor en la recta:

lrnm ={(-3,-8,6)}.|

Problema 5 - Estudio de una funcion racional

z2+3
2 -4

f(e) =

a) Dominio y cortes con los ejes
Una fraccion esta definida cuando su denominador no es cero:

22 —4#0 <= (z—2)(z+2)#0.

Se excluyen g = —2y £ = 2, por lo que

[Dom(f) =R\ {-2,2}.|
Para cortar el eje OX se necesitaria f(z) = 0, es decir, z2 4+ 3 =0.Como 22 > 0, se tiene 22 + 3 > 0 para todo

real &; no hay cortes con OX. Para cortar OY, ponemos & = 0:

0===-3 =03

b) Comprobar todas las asintotas

Asintotas verticales. Los Unicos candidatos son los puntos excluidos del dominio. El numerador tiende a 7 > 0 en
& = £2. El signo de (z — 2)(x + 2) da los limites laterales:

lim f(z) =+4o0, lim f(z)=—o0,
T——2— z——2+
lim f(z) = —o0, lim f(z) = +oo.
T2~ z—2+
Luego hay dos asintotas verticales:
|a: =2yx= 2.|

Asintota horizontal. Numerador y denominador tienen el mismo grado, asi que comparamos los coeficientes
principales; también se ve dividiendo todo entre z?:

. z2+3 . 143/2?
lim = lim ——— =
z—+00 22 — 4 z—+00 1 — 4/:1:2

La asintota horizontal es

No hay asintota oblicua: al existir asintota horizontal cuando £ — 4-00 y cuando £ — —00, la diferencia entre f(z)y
la recta limite tiende a cero.

¢) Crecimiento, decrecimiento y extremos

El dominio se mantiene excluyendo £ = $2. Para derivar un cociente usamos (%)’ = % Aquiu = x? + 3,
=22 v=22—4yv =22
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_ 2z(x® — 4) — 22(2? + 3)

fl(m) - (332 . 4)2
_ 2[(2®—-4) - (®+3)] —ldz
T @-y T @

El denominador es un cuadrado y es positivo en todo punto del dominio. Por ello, el signo de f’ depende unicamente
de —. Los puntos que separan los intervalos son los ceros de f’ y los puntos excluidos del dominio:

-2, 0, 2.
Probamos un valor dentro de cada intervalo y calculamos el signo de la derivada:
14 42
Fi(=3) = >0 fi(=1= —>0 ) =-5 <0, f'8) = —5¢ <0
Intervalo Valor de prueba Signo de f’ Comportamiento
(—o0,—2) -3 + Creciente
(-2,0) -1 + Creciente
(0,2) 1 — Decreciente
(2,00) 3 - Decreciente
En gz = —2y z = 2 la funcién no esta definida, asi que no son maximos ni minimos; solo separan los intervalos del
dominio. En £ = 0, la derivada cambia de positiva a negativa, por lo que hay un maximo relativo:
f(0) = —= = |miximo relativo en (0, —3).

No hay minimo relativo.
d) Caleular [ f(z) dz
Primero separamos la fraccidon para reconocer una integral inmediata y otra que admite fracciones simples:

2 +3 (2?2 —-4)+7 | W

©2—4  z2—4 z2 -4

Factorizamos 22 — 4 = (z — 2)(x + 2) y buscamos constantes A, B:

7 __4 B
(x—2)(z+2) =z-2 z+2°

Al igualar numeradores,
7T=A(z+2)+ B(z—2).
Conz =2,7=4A, luego A="T/4.Conz = —2,7 = —4B, luego B = —T7/4. Integramos término a término:

/f(w)dwz/(H 4(:1:7— 2) 4(9;:2))""’

=:z—|—%].n|:c—2|—£ln|a:+2|—|—0.

Asi, en cada intervalo del dominio,

r—2
+2

o

/f(:c) de=z+ gln
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Problema 6 - Optimizacion del cable

Se reparte un cable de 240 m entre el perimetro de un tridngulo equilatero y el de un cuadrado. Llamamos & (en
metros) al lado del triangulo. El resto del cable forma el cuadrado.

a) Expresar la suma de las dreas en funcion de x
El tridngulo usa 3z metros de cable. Si ¥ es el lado del cuadrado, este usa 4y metros. La longitud total impone
3
3r+4y=240 — y=60— i
El érea de un triangulo equilatero de lado x es @mz, y la de un cuadrado de lado y es y2. Por tanto,

S(z) = +4°

3 2
4
V3, 3 \?

Para que ambas figuras tengan lados positivos, € > 0y y > 0. De 60 — %:z > 0 resulta ¢ < 80; el dominio del
problemaes 0 < = < 80.

b) Hallar la longitud optima y el area minima
Derivamos la funcion que queremos minimizar:

§'(z) = ?w +2 (60 - %x) (-%)

Buscamos los puntos criticos igualando la derivada a cero:

3 9 720  9-4V3 _ 2160 —960v3 _ 240
2 8 T 9+4v3 9- 4f 11

Este valor pertenece a 0 < & < 80. La segunda derivada es

§"(z) = §+%>o,

de modo que el punto critico es un minimo. El cable destinado al tridngulo es su perimetro 3x:

2
e 0(9 4v/3) m ~ 135,61 m.

En ese caso, el lado del cuadrado es

) —
y=60—%w=wm%26,10m.

Para hallar el area minima, usamos la condicion S'(:v) =0, que equivale a y = a:/\/§ Entonces

2
S — V3.2, (L)
1 V3
3v3+4 22

12

4800
= Jop BV3+4)(9-4v3)’

144
= 00(3\/_ 4) m? ~ 1565,87 m?.

Por tanto, para que la suma de areas sea minima, se deben reservar aproximadamente 135,61 m de cable para el
triangulo equilatero; la suma minima de areas es aproximadamente 1565,87 m?.
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