PAU Madrid - Matematicas Il

Acceso a la Universidad para mayores de 25 anos - UC3M, 2025

El examen pide elegir una opciodn. Se resuelven ambas para repasar todos los ejercicios.

Opcion A. Ejercicio 1. Sistema con parametro

La matriz de coeficientes y la ampliada son

-1 2 3 -1 2 3 7
A= 0 1 =21, A*=10 1 -2 0
1 1 K 1 1 K 4

Calculamos el determinante de A para separar el caso regular de los valores singulares:
detA=—(K+9).

Si K # —9, el determinante no se anula, por lo que rg(A) = 3, igual al nimero de incégnitas. Por Rouché-
Frobenius, el sistema es compatible determinado.

Para K = -9, el sistema se resuelve por sustitucion: la segunda ecuacion da y = 2z; al introducirlo en la
primera, z = 7z — 7. En la tercera resulta

x+y—92=(Tz—-7)+2z—92= T,

pero la ecuacion exige que sea 4. Es una contradiccion. El menor de las dos primeras filas y columnas de z, y
vale —1, de modo que rg(A) = 2; la contradiccién hace que rg(A*) = 3. Es un sistema incompatible. Eliminando
en las tres ecuaciones, cuando K # —9 se obtiene ademas la solucidn unica

( ) 14—7K 22 11
X zZ) = .
Y K+9 K+9 K+9

Conclusion. El sistema es compatible determinado si K # —9 e incompatible si K = —9.

b) Solucion cuando K = 2
De la segunda ecuacion, y = 2z. La primera da z = 7z — 7. Sustituyendo en la tercera con K = 2:

(7Tz—T)4+22+22=4 = 1llz=11 = z=1.

Entonces y = 2 y x = 0. Conclusién. Para K = 2, la solucién es (z,y,z) = (0,2, 1).
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Opcion A. Ejercicio 2. Plano que contiene dos rectas

La recta r se puede parametrizar tomando

‘1 rT=—-2+1

Y z

t= 2=—== Tl =—-1-

x+ 1 2 T Y 1-t¢
z =2t

Su vector director es d = (1, —1,2). La recta s ya esta en forma paramétrica y tiene el mismo vector director:

r=14+A
S:1ey=2-—X\
z=—14+2\

Tomamos R = (-2,-1,0) e ry S = (1,2,-1) € s. El vector que une ambos puntos es
RS=5-R=(1-(-2),2-(-1), -1 -0) = (3,3, 1),
que no es proporcional a d: asi, las rectas son paralelas y distintas.

a) Plano que contienear y s

El plano debe contener la direccion d 'y el vector RS. Un vector normal se obtiene con el producto vectorial,
que es perpendicular a ambos:

7=dx RS =(1,-1,2) x (3,3,~1) = (-5,7,6).
Usamos este vector normal y el punto R:
—5(x+2)+7(y+1)+62=0.
Conclusion. Una ecuacion general del plano que contiene ambas rectas es —5x + 7y + 6z — 3 = 0.

b) Recta perpendicular al plano por P = (1,2, —1)

Una recta perpendicular al plano tiene como vector director un vector normal del plano. Por tanto, usamos
i =(—5,7,6) y el punto P:

r=1-—5t,
0:Qy=2+Tt, teR.
z = —1+4 6t,

Conclusion. La recta perpendicular pedida es /.
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Opcion A. Ejercicio 3. Dominio, asintotas y tangente

La funcion es
20 + 1 20 + 1

f) = 22— 4z +3 (x —1)(z —3)
El denominador se anula en z = 1y z = 3, mientras que el numerador no se anula en esos puntos; por ello,

Dom(f) = R\ {L,3}.

a) Asintotas
En los puntos excluidos el cociente tiende a infinito. Cerca de z = 1 se comporta como —ﬁ, y cerca de
x =3 como 2(%_3) En concreto,

lim f(z) =+oc0, lim f(z)= —oo, lim f(z) = —oc0, lim f(x)=4o0.

z—1— z—1t r—3~ r—31

Asi, z = 1y x = 3 son verticales. Como el grado del numerador es menor que el del denominador,

lim f(z) =0,

z—+o0

por lo que y = 0 es horizontal en ambos extremos. Al haber asintota horizontal no hay oblicua. Conclusion.
Las asintotassonz =1,z =3ey =0.

b) Tangente en = = 2
Derivamos con la regla del cociente:

by 2@ —4z+3) - (2z+1)(2z—4)  2(z*+z—5)
F) = (22 — 4z + 3)2 T (—1)%(z-3)%
El punto de tangencia es
f@)= =5 f@)=-2

Con pendiente —2 y pasando por (2, —5):
y+5=—-2(z—2).

Conclusion. La recta tangente es y = —2z — 1.
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Opcion A. Ejercicio 4. Extremos, inflexion e integral

a) Maximo, minimo y punto de inflexion de g(z) = ze?*

Al ser producto de funciones definidas en R, el dominio es R. Derivamos para localizar los extremos:
g (z) = e* (1 + 2z).

Como e2* > 0, el Unico punto critico es = —1. La derivada es negativa antes y positiva después, de modo
que alli se alcanza un minimo:

No hay méaximo, pues g(z) — +oo cuando x — +oc. Para encontrar el punto de inflexién estudiamos la segunda
derivada:
g’ (z) = 4e*" (z + 1).

Su signo cambia de negativo a positivo en z = —1, donde g(—1) = —e~2. Conclusién. Hay un minimo en

(—%,—%), no hay maximo y el punto de inflexion es (-1, —e~2).

b) Integral definida

Integramos por partes el término 3z sen z y directamente el término sen z:
/(3x+ l1)senzdxr = —3xcosz +3senz — cosz + C.
Evaluamos entre 0 y :
/ﬂ(?,:z: +1)senzdx = [-3zcosz +3senxz —cosz|; = (3m +1) — (—1) =37 + 2.

0

Conclusion. El valor de la integral es 37 + 2.
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Opcion B. Ejercicio 1. Operaciones y determinantes

2 1 1 K 0 3 2
A=10 1], B=|-1 0o =2, c=|1 =1
10 3 -1 2 0 4

a) Producto A” BC

Calculamos primero A7 y el producto AT B; separar las multiplicaciones permite seguir sus dimensiones:

qr_ (2 01 ATB_201_11I0(_02_52K42
“\1o0) I B R U A

Multiplicamos ahora por C:

3 2
T (5 2K—-1 2 _ [(2K+14 19-2K
ABC_(O o)l =TT T Ts)
0 4
‘s 2K +14 19-2K
T _
Conclusion. A" BC = ( K K 8).
b) Valores de & para los que 3 tiene inversa
Calculamos el determinante de la matriz cuadrada B:
1 K 0
detB=|-1 0 -2|=-4K 2= 202K +1).
3 -1 2

La matriz es invertible exactamente cuando este determinante no se anula. Conclusion. B tiene inversa siy
solo si K # —3.
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Opcion B. Ejercicio 2. Planos paralelos y distancia

La recta esta dada por

Tomando el valor comun ¢, su forma paramétrica es

r=—-242t
ri:ey=3—t , teR,
z=3

con vector director d = (2, —1,0).

a) Plano por P = (3, —1,0) perpendicular a »

Siun plano es perpendicular a una recta, el vector director de la recta es normal al plano. Usamos 7i = (2, —1,0)
y el punto P en la ecuaciéon punto-normal:

2x—-3)—(y+1)=0.
Conclusion. Una ecuacion general del plano es 7y : 22 —y — 7 = 0.

b) Plano paralelo por @ = (5,1, —1) y distancia

El plano paralelo conserva el mismo vector normal. Al pasar por Q:
2r-5)—-(y—1)=0 = my:2x—y—9=0.

La distancia entre planos paralelos Az + By+Cz+ D, =0y Ax + By + Cz+ Dy =0 es

_ D2 =D
VAZr B2+ C2
Aqui Dy =-7,Dy=-9Yy (4,B,C) = (2,-1,0), asi que
|-9-(=7)] _ 2
d(my,mg) = — 2 = =
(m1,72) ey RV

Conclusion. El plano buscado es 2z —y — 9 = 0 y la distancia entre ambos planos es %
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Opcion B. Ejercicio 3. Continuidad y derivabilidad

En cada tramo la funcion es continua y derivable; el Unico punto que hay que comprobar es = = 1.
a) Condicion para la continuidad
El valor por la izquierda y el limite por la derecha deben coincidir:

fy=a-1, 1im Z-p

Por tanto, la funcion es continua si y solo si
B=A4-1.

Conclusién. La condicién de continuidad es B = A — 1.

b) Condicion adicional para la derivabilidad

Si la funcion es derivable, ademas de continua, sus derivadas laterales en 1 deben coincidir. En la rama
izquierda f'(x) = A — 2z, mientras que en la derecha f’(z) = —B/x?. Asi,

A—-2=—-B.
Juntocon B=A4 —1:

A-2=-(A-1) = 24=3 = A=5, B=

Conclusién. La funcién es derivable entoda R para A=32y B = 1.
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Opcion B. Ejercicio 4. Monotonia y primitiva

a) Crecimiento, decrecimiento y extremos de g(z) = & — 22% + 1

La funcion es polindmica, asi que su dominio es R. El signo de la derivada determina la monotonia:
g (z) = 2% — 4o = z(z — 4).

Los puntos criticos son z = 0y = = 4. El producto es positivo en (—o0c,0), negativo en (0,4) y positivo en
(4, +00). Por tanto, la funcion crece, luego decrece y vuelve a crecer:

64 29

Conclusién. Hay un méximo relativo en (0,1) y un minimo relativo en (4, —22). La funcion crece en (—o0,0) y
(4,400) y decrece en (0,4).

b) Primitiva
Separamos la integral en dos términos:

43 T 1
dr= | ——dzx+3 | ——dx.
/x2+1 v /x2+1 T /9:2+1 v

En el primer término usamos u = 22 + 1, du = 2z dx; el segundo es la primitiva conocida de 1/(1 + z?):

z+3 1
=ZInz®+1 rctan .
/x2+1dx 5 (z+1) +3arctanz + C

Conclusién. Una primitiva es 3 In(z? + 1) + 3arctanz + C.
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