PAU Madrid - Matematicas Il

Convocatoria de junio de 2009

Se desarrollan razonadamente las dos opciones del examen.

Opcion A - Ejercicio 1. Simetria, angulo y volumen
El plano es 7 : z + 3y + z — 4 = 0, con vector normal 7 = (1, 3,1).
a) Simétrico del origen. El pie de la perpendicular desde O al plano es

1 0+1-0—4_, 4
JL04304+1-0-4, 4o

H:
0 12 +32+12 11

Como H es el punto medio entre O y su simétrico P, tenemos P = 2H. Conclusién. P = (&, 21 £,

b) Angulo entre planos. El angulo entre dos planos se toma como el angulo agudo entre sus vectores normales.
El plano = = 0 tiene normal m = (1,0, 0), asi que

i - i 1
COSa = = —.

] Vi1

. _ L
Conclusién. cosa = T

c) Volumen. Los cortes del plano con los ejes son (4,0,0), (0,3,0) y (0,0,4). El volumen del tetraedro con
vértice adicional en el origen es un sexto del producto de los interceptos:
4 32

4=—.

1
V==C=.4.--.
6 3 9

Conclusién. El volumen es % unidades cubicas.

Opcidn A - Ejercicio 2. Discusion de un sistema

Escribimos la matriz de coeficientes y la ampliada:

4 4n 2 4 4x 2 |2
A= X 1 =x], A= x 1 =x|2
oA W AN 4N N |9

El determinante es

detA=—-4A-1)(BA-1).
SiA#£0,1, % el determinante es no nulo y el sistema es compatible determinado.
Para \ = 0, la tercera ecuacidon queda 0 = 9, luego el sistema es incompatible. Para A\ = 1, el menor de las
filas primera y segunda y columnas primera y tercera vale —6, asi que el rango de A es 2. En los coeficientes
se verifica 6F3 = 5F + 4F5, pero en los términos independientes 6 -9 # 5 -2 + 4 - 1; por tanto, el rango de la
ampliada es 3 y el sistema es incompatible.

Para A = 1, el menor de las dos primeras filas y columnas primera y tercera vale —£, mientras que det 4 = 0,
asiquerg(A) = 2. En los coeficientes se cumple 6F5 = F} +4F», pero los términos independientes no respetan

esarelacion: 6-9 # 2\ +4X = &. Luego rg(4*) = 3y el sistema también es incompatible. Conclusion. El sistema
esSCDsiA#0,1,1ySIsian=0,101.

b) Resolucién para \ = —1. El sistema queda

4o — 4y + 2z = -2,
—x+y+z=-1,
—4dr —4y —z=09.

La solucién es (z,y,2) = (—1,—1,—1), que se comprueba al sustituirla en las tres ecuaciones. Conclusién.
Para A = -1, (z,y,2) = (-1,—1,-1).
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Opcion A - Ejercicio 3. Limite exponencial

Consideramos

1 x+1
Ly= lim (1+ ——+—— .
z%+oo< +041‘24—43!:—1—8)

Para una base que tiende a 1, estudiamos el logaritmo del limite:

1
InL, = lim Din(14 ——+——.
Si a # 0, el término dentro del logaritmo afadido a 1 es del orden de 1/22, por lo que el producto con = + 1
tiende a cero; entonces L, = 1. Si @ = 0, usando In(1 + u) ~ « cuando u — 0:
z+1 1

INnLy = lim ==
0 z—+o00 4 + & 4’

y asi Ly = e'/%. Conclusién. El limite es e!/* sia =0y 1si o # 0.

Opcion A - Ejercicio 4. Integral definida con extremo variable

Integramos por partes dos veces. Una primitiva de t2e~t es —e~!(t2 + 2t + 2), pues su derivada es t?e~*. Por
tanto,

F(z) = / e tdt = [—e (P + 20+ 2)], =2— e (2" + 22+ 2).
0

Conclusién. F(z) =2 — e=%(2? + 2z + 2).

Opcidn B - Ejercicio 1. Plano, distancia y corte de rectas

Parametrizamos
r:(x,y,2) =(1,2,0) +(2,3,1), s:(z,y,2) =(-2,0,2) +u(2,1,1).
a) Plano que contiene a r y es paralelo a s. El plano debe contener las dos direcciones; un vector normal es

(2,3,1) x (2,1,1) = (2,0, —4) ~ (1,0, —2).
Usando el punto (1,2,0) de r, obtenemos la ecuacién general del plano. Conclusion. 7 : 2 — 2z — 1 = 0.

b) Distancia entre las rectas. Los vectores directores no son proporcionales y el producto mixto no es nulo,
asi que son alabeadas. Con P = (1,2,0) € r, @ = (—2,0,2) e sy = (2,3,1) x (2,1,1) = (2,0,—4), la férmula de
distancia es o 3 _2.9).(2.0.4 .
d(T’,S):|(Qi_,).n|=‘(7 ) )( sy Uy — )|:7
7] 2v5 v

Conclusion. La distancia entre r y s es %

c) Recta por el origen paralela a r. Esa recta es (z,y, 2) = (2t, 3t,t). Para cortar a s deberia existir » tal que

(2t,3t,t) = (—2 4 2u,u, 2 + u).

Las dos primeras coordenadas dan u = 3t y ¢ = 3, es decir, u = 3. La tercera coordenada exigiria 3 = 2 + 2,
que es falso. Conclusion. La recta paralela a » que pasa por el origen no corta a s.

Opcion B - Ejercicio 2. Estudio de una funcion a partir de su derivada

Se conoce f/(z) = (z — 1)3(z — 5). Los puntos criticos son z = 1y = = 5. El signo de f’ es positivo en (-, 1),
negativo en (1,5) y positivo en (5, +oc0). Conclusion. f crece en (—oo,1) y (5,+0c), y decrece en (1,5). Tiene
un maximo relativo en x = 1 y un minimo relativo en z = 5.

Para localizar inflexiones derivamos de nuevo:
[ () = 4(z — 1)*(z — 4).

En z = 1 no cambia de signo, mientras que en z = 4 si cambia; por tanto, el punto de inflexion corresponde a
r = 4.

Integramos f’ para recuperar la funcion:

5

fl(x) =a2* — 823 + 1822 — 162 +5 — f(x):%—2x4+6x3—8x2+5x+0.

La condicion f(0) = 0da C = 0. Asi, f(1) = &, f(5) = =550 y f(4) = —125. Conclusién. El maximo relativo es
(1, %), el minimo relativo es (5, —550) y el punto de inflexién es (4, —12%).
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Opcion B - Ejercicio 3. Discusion de un sistema

El sistema tiene tres ecuaciones y dos incognitas. De la primera y la tercera,
20—y = A, 3r—y =2,
se obtiene x =2 — X e y = 4 — 3. Sustituimos en la segunda ecuacion:
A2-XN)—-24-3N)=4 <= (A—-2)(A—-6)=0.

Solo para esos dos valores las tres ecuaciones son compatibles; como las dos primeras ecuaciones indepen-
dientes determinan z,y, en ambos casos la solucion es uUnica. Conclusién. Para A = 2, (z,y) = (0,—2); para
A =6, (z,y) = (—4,—14). Para los demas valores, el sistema es incompatible.

Opcidn B - Ejercicio 4. Rango e inversa de una matriz

La matriz puede escribirse A = (a —1)I + J, donde J es la matriz de unos. Su determinante se factoriza como
detA = (a—1)%(a +2).

Sia # 1,-2, el rango es 3. Para a = 1, todas las filas coinciden y el rango es 1. Para a = —2, el determinante
se anula, pero el menor de las dos primeras filas y columnas primera y segunda vale 3; por tanto, el rango es
2. Conclusién. rg(A) =3sia#1,-2,es1sia=1yes 2sia=—2.

Cuando a = —1, la matriz es

A=11 -1 1], detA4 = 1.
Usando la formula de la inversa, o comprobando por multiplicacion,

A=

N[FI= O
N= O Nl
O NI

Conclusion. Esta es la inversa de A para a = —1.
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