PAU Andalucia - Matematicas Il

Modelo 3 de 2008

Se estudian asintotas, integrales, modelizacion aritmética, optimizacién y geometria del espacio.

Opcion A - Ejercicio 1

El dominio es R\ {0} por el exponente 1/z. Para estudiar la posible asintota vertical calculamos los limites
laterales:
lim ze'/* = 400, lim ze'/* =0".
z—0t z—0~
Como uno de los limites es infinito, x = 0 es asintota vertical (por la derecha).
Para z — 400, e/ =1+ 1/z + o(1/z), luego
f(z) = ze'/® =2 +1+0(1).

Por tanto, en ambos extremos la asintota oblicua es ; no hay asintota horizontal. Opcidn A - Ejercicio 2

Factorizamos el denominador y descomponemos en fracciones simples para integrar:

1 __ 1t _1 s B
(2 —2)(z—1) az-1)2 2z =xz-1 (z—-1)2

Una primitivaes In|z| —In|z — 1| — 1/(z — 1). Evaluando en los extremos,

/1‘1“’”— nfzl —inje—1)— -~ | {341
o (22 —z)(w—-1) ’ * z—1] , | 4 6]
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Opcidn A - Ejercicio 3

Sean n1g, nag, n59 10s NUMeros de billetes de 10, 20 y 50 euros. Se cumple
n10 + N2o + nso = 130, 10n10 + 20n99 + 50150 = 3000.
Si nyg = 3ns9, poniendo nsy = ¢ queda nyy = 130 — 4c. El importe seria
10(3¢) + 20(130 — 4¢) + 50¢ = 2600,

independientemente de c. No puede ser 3000, asi que la condicion es imposible.
Si n1g = 2ns5, €ntonces nyy = 130 — 3¢ y el valor total es

10(2¢) 4 20(130 — 3¢) + 50¢ = 2600 + 10¢ = 3000.

De aqui ¢ = 40, luego nig = 80 y nyy = 10. El cajero contiene |80, 10y 40| billetes de 10, 20 y 50 euros,
respectivamente. Opcion A - Ejercicio 4

La recta r pasa por P = (1, —1,2) y tiene vector director d= (2,3,1). Para obtener un plano que contenga la
recta y el origen, usamos los vectores (ﬁ’ =Py d. Su producto vectorial es normal al plano:

Pxd=((-1)-1-2-3,2-2-1-1,1-3—(=1)-2) = (=7,3,5).

Asi, la ecuacion del plano que pasa por el origen es \ -7z +3y+52=0 \

Un plano que pasa por el origen y es perpendicular a r tiene como vector normal el director de la recta. Por
tanto,

‘2x+3y+z:0‘.
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Opcidn B - Ejercicio 1
Sean a,b > 0 los lados del rectangulo. El perimetro 8 impone 2a + 2b = 8, luego a + b = 4. Para minimizar la
diagonal d = v/a? + b2 basta minimizar d?:

d?> = a® +b* = (a + b)* — 2ab = 16 — 2ab.

Como (a — b)?2 > 0, se tiene ab < 4, con igualdad cuando a = b = 2. Entonces d? alcanza su minimo y

a=b=2, d=2V2|

Opcidn B - Ejercicio 2

La curva f(x) = e~2* y su tangente se tocan en z = —1/2: f(-1/2) = ey f'(-1/2) = —2e. La ecuacion de la
tangente es

1 .
y—e=—2e (x + 2) , esdecir, y = —2ex,

como se pedia comprobar. Entre x = —1/2 y el eje y (esto es, = = 0), la exponencial queda por encima de la
tangente; el area es

0 1 0
/ (6_2”” + 263:) dx = |:—€_21 + er} =
-1/2 2 —1/2

e—2
|
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Opcidn B - Ejercicio 3

La matriz de coeficientes es
1 1 1

A=|m m?> m
m m m

2

La tercera fila de A es m veces la primera, asi que det A = 0 para todo m Yy, por tanto, rg(A) < 3 para cualquier
real m. La matriz ampliada del sistema pedido es

1 1 1 1
A*=|m m? m? 1
m m m 1

La primera ecuacién impone z+y+z = 1y laterceraimpone m(x+y+2) = 1. Sim # 1, estas dos condiciones
son incompatibles: rg(A*) > rg(A) y el sistema es Sl.

Para precisar los rangos, sim = 0, rg(A) = 1 y la segunda fila ampliada contiene 0 = 1, por lo que rg(A*) = 2.
Sim # 0,1, el menor de A formado por las filas 1y 2 y las columnas 1y 2 vale m? — m = m(m — 1) # 0; como
la tercera fila es multiplo de la primera, rg(A4) = 2. La incompatibilidad anterior eleva el rango ampliado a 3,
de modo que también es Sl.

Param = 1, todas las ecuaciones se reducena x +y+ 2z = 1. En este casorg(A4) = rg(4*) =1 < 3, por lo que
el sistema es compatible indeterminado. Sus soluciones son

‘(a:,y,z) =(1—-s—1t,s,t), s,tGR‘.

Opcidn B - Ejercicio 4

Sea C = (t,0,0), pues debe pertenecer al eje . Con A= (2,1,1) y B=(0,0,1),
AB=B—-A=(-2,-1,0), AC=C—A=(t-2-1,-1).
El area de un tridngulo es la mitad del modulo del producto vectorial de dos lados:

Ex,@:(l,—zt), [ABC]:%\/1+4+t2.

Imponemos el area 2:

1
5\/t2+5:2 — ?=11 < t=+V11.

Los puntos buscados son | C; = (v/11,0,0), Cy = (—V11,0,0) |
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