PAU Madrid - Matematicas Il

Convocatoria de septiembre de 2012

Se desarrollan razonadamente las dos opciones del examen.

Opcion A - Ejercicio 1. Continuidad, derivada y extremos

La funcion viene definida a trozos:

@) = 3r + A, x <3,
| —44 102 — 22, > 3.

a) Continuidad y derivabilidad. El unico punto que debemos comprobar es x = 3, donde cambia la expresion.
Para que haya continuidad, el valor del primer trozo y el limite del segundo deben coincidir:

F(3) =9+ A, lim f(z)=—-4+30—9=17.

r—3+t

La igualdad 9+ A = 17 da A = 8. Con este valor, las derivadas laterales son 3 por la izquierda y 10 — 2(3) = 4
por la derecha; como no coinciden, la funcién no es derivable en = = 3. Conclusidn. La funcion es continua
para A = 8, pero no es derivable en x = 3.

b) Puntos donde f’(x) = 0. Derivamos cada expresion en el intervalo en que corresponde:

3 r <3
’ _ ) )
/ (I)_{lo—m P> 3.

El primer trozo no se anula. En el segundo, 10 — 2z = 0 da = = 5, que pertenece a = > 3. Conclusién. f'(z) =0
unicamente en z = 5.

c¢) Extremos absolutos en [4, 8]. En este intervalo se aplica la expresion cuadratica. Los extremos absolutos
de una funcién continua en un intervalo cerrado pueden alcanzarse en los extremos del intervalo o en puntos
criticos interiores. Como f/(z) = 10 — 2z, el Unico punto critico interior es « = 5. Evaluamos:

f(4) =20, f(5)=21, f(8)=12.

Conclusion. El maximo absoluto es 21 en z = 5 y el minimo absoluto es 12 en x = 8.

Opcion A - Ejercicio 2. Discusion de un sistema

La matriz de coeficientes y la ampliada son

3 a 4 3 a 4 6
Al == 1 a+1 1|, A" = 1 a+1 1 3
a—1 —a -3 a—1 —a -3 3

Calculamos el determinante:
detA=—(a+1)(3a+5).

Sia # —1,—2, el determinante no se anula, de modo que rg(A4) = rg(A*) = 3; por Rouché-Frobenius, el sistema
es compatible determinado.

Para a = —2, el rango de A es 2: el determinante se anula y, por ejemplo, el menor de las dos primeras filas
y columnas primera y segunda vale —3, asi que rg(A) = 2. La reduccién de la ampliada es

1030
A*~l0 1 3 0},
000 1

y muestra que rg(A*) = 3 > rg(A); el sistema es incompatible.
Para a = —1, el menor anterior vale 1, asi que rg(A) = 2. La reduccion de la ampliada es

1 3
-1 3].
0 0
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Por tanto, rg(A*) = 2. Como ambos rangos coinciden y son menores que las tres incognitas, el sistema es
compatible indeterminado. Conclusién. Es SCD sia # —1,—2, Sl sia = —2 y SCl sia = —1.

b) Resolucién para a = —1. El sistema queda
3r —y+4z =6,
=3,
—2x+y—3z=-3.
Tomamos z = t. La segunda ecuacién da x = 3y la primera, y = 3 + 4¢. La tercera queda satisfecha con esos

valores:
—2(3) 4 (3 +4t) — 3t = —3.

Conclusiéon. Para a = —1, (z,y,2) = (3,3 + 4¢,t), con t € R.

Opcion A - Ejercicio 3. Puntos a distancia fijada de un plano
La recta, en forma paramétrica, es
r:(x,y,2)=(4,1,2) + (2, -1, 3).

Un punto genérico de larecta es X (t) = (4+2t,1—t,2+ 3t). La distancia de (z,y,z) alplano 2z +y—22—7=0
es
2z +y—22-7T

XM = s oo

Sustituyendo X (t), el numerador dentro del valor absoluto es —2 — 3t y el denominador es 3. Imponemos la
distancia pedida, igual a 1:

243t
%:1 — 2+3t=302+3t=-3.
Asi, t = £ ot = —32. Al sustituir en la recta se obtienen
1 14 2 2
WD) (225) x(3) (25 ).
3 3°3 3 3 3
Conclusién. Los puntos buscados son (4, 2,3) y (2,5, -3).

Opcion A - Ejercicio 4. Plano paralelo a dos rectas
El vector director de r es @ = (1,1, —1), tras simplificar (2,2, —2). Para parametrizar s, tomamos = = ¢ en sus
ecuaciones: y =4 —ty z = 4 — 2¢. Por tanto, un vector director de s es v = (1, -1, —2).

El plano paralelo a ambas rectas contiene las dos direcciones, asi que un vector normal se obtiene mediante
el producto vectorial:
n=uxtv=(-3,1,-2).

Usamos el punto A = (2, 3,4) para escribir la ecuacién general del plano:
-3z-2)+@y—3)—2(z—4)=0.

Conclusion. El plano pedido es -3z +y — 2z + 11 = 0.

La recta perpendicular a ese plano tiene como direccién su vector normal y debe pasar por B = (4,—1,2);
expresada en forma paramétrica:

rg:(z,y,2) = (4,—-1,2) +t(-3,1,-2), teR.

Conclusion. Esta es la recta que pasa por By es perpendicular al plano.

Opcion B - Ejercicio 1. Simetrias en el espacio

a) Simetria respecto de un punto. Si Q es el punto medio de PP/, entonces P’ =2Q — P.Con P = (2,1,-1) y
Q= (3,0,2):

P = (6,0,4) — (2,1,—-1) = (4,—-1,5).
Conclusioén. El simétrico respecto de Q es P’ = (4,—1,5).

b) Simetria respecto de una recta. La recta r pasa por A = (1,1,0) y tiene direccion @ = (1,1, 1). La proyeccion
H de P sobre r se obtiene con

—

A)-u
.

-

(P

~—

H=A+

g
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Como P— A =(1,0,—-1)y (P—A) -4 =0, el punto P ya esta alineado perpendicularmente con r y el pie es
H = A. El punto simétrico es P’ =2H — P:

P’"=(2,2,0) - (2,1,-1) = (0,1, 1).

Conclusion. El simétrico de P respecto de larectaes P’ = (0,1,1).

c) Simetria respecto del plano. El plano es z +y + 2 — 3 = 0, con normal 77 = (1,1, 1). La proyeccion ortogonal
H de P sobre el plano es

1+1-1-3 1 74 2
H=P- " " °i_pi-(1,1,1)=(+,-,-2).
eyl Pzl (3’3’ 3)

El simétrico se obtiene haciendo que H sea el punto medio de PP":
1
P"=2H-P = (8 > —3).

3’3’
Conclusién. El simétrico de P respecto del plano es P = (5,5, —-3).

wlot

Opcion B - Ejercicio 2. Ceros, integral y recta normal

La funcién f(z) = z? sinz esta definida en todo R.

a) Ceros en (%, 7). En ese intervalo se tiene 2> > 0y sinz > 0. Por tanto, el producto z* sinz es estrictamente
positivo y no puede valer cero. Conclusion. La ecuacion f(z) = 0 no tiene soluciones en (3, ).

b) Integral en [0, 7]. Aplicamos integracion por partes, tomando u = 22 y dv = sinx dx:
/ z?sinzdr = [—2® cosz]] + / 27 oSz dx
0 0
=%+ [2zsinz 4+ 2cosz]] = % — 4.

Conclusion. La integral vale 72 — 4.
c) Recta normal en (r, f()). Tenemos f(x) =0y

f'(x) =2z sinz + 2 cos z, f/(m) = —n2

La tangente tiene pendiente —72, asi que la normal, perpendicular a ella, tiene pendiente 1/72. La ecuacion
punto-pendiente por (7,0) es

-
7T2

.z X
Conclusion. La recta normal es y =

Opcion B - Ejercicio 3. Propiedades de determinantes

Utilizamos que el determinante es lineal en cada columna y cambia de signo al intercambiar dos columnas.
Se conocen

-

det(a,b,d) = —1, det(a,c,d) =3, det(h,éd)=—2.

a) Sacar el factor 3 de la segunda columna y permutar las dos Ultimas columnas cambia el signo:

- -

det(@,3d,b) = 3det(a@,d,b) = —3det(a,b,d) = 3.

b) Sacamos el signo negativo de la tercera columna y desarrollamos la primera:

— —

det(@ — b, —d) = — det(a@, &, d) + det(b,é,d) = -3 — 2 = —5.

¢) Sacando el factor 2 de la segunda columna y desarrollando por multilinealidad, los términos con columnas
repetidas se anulan:

- =

det(d + 3b,2d,b — 3@ + d) = 2(det(d, @, b) + 3det(b,a, d))
=2(-1+43-1) =4

Aqui det(d, @, b) = —1 por ser una permutacion ciclica de (@, b, d), mientras que det(b, @, d) = 1 por intercambiar
las dos primeras columnas. Conclusién. Los tres determinantes pedidos valen 3, —5y 4, respectivamente.
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Opcion B - Ejercicio 4. Discusidn y resolucion de un sistema

La matriz de coeficientes y la ampliada son

El determinante es det A = —(a +4). Si a # —4, el rango de A es 3, igual al de la ampliada; Rouché-Frobenius
da un sistema compatible determinado.

Para a = —4, la tercera fila de coeficientes es el doble de la primera y sus términos independientes también
verifican 4 = 2 - 2. El menor de las filas primera y segunda y columnas primera y segunda vale —1, por lo
que rg(A4) = rg(A*) = 2 < 3. El sistema es compatible indeterminado. En este caso, tomando z = ¢, las dos
ecuaciones independientes dan r = 2+ 2t e y = —7t. Conclusion. El sistema es SCD sia # —4y SClsia = —4;
para a = —4, (z,y,2) = (2 + 2t, =7t t).

b) Resolucién para a« = —5. El sistema queda

T —2z=2,
—br—y+z=-§,
2r — bz = 4.

De la primera ecuacién, = = 2 + 2z. Sustituyendo en la tercera:
22+22)—5z2=4 = 2z=0,

y entonces z = 2. La segunda ecuacion da —10 —y = —8, asi que y = —2. Conclusién. Para a = —5, la solucion
Unica es (z,y,2) = (2,—2,0).
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