Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales 11 Julio 2023

Problema 1. Dadas las matrices

1 1 0 3 -2 1
A=| 0 2 -2| y B=|-1 4 2|
-1 0 1 0 0 I

se pide:
a) Calcular la matriz A® ysuinversa (5 puntos)
b) Resolver la ecuacién matricial 2 A’X=4B (2 puntos)

Solucion:
a) Cdlculo de A%
1 1 0 1 1 0 1-1+1-0+0-(-1) 1-1+1-2+0-0 1-0+1-(-2)+0-1
A=l 0 2 =2/l0 2 =2|=(0-1420+(=2)-(-1) 0-1+2-24+(=2)-0 0-0+2-(-2)+(=2)-1|=
-1 0 1)\-1 0 1 -1-140-0+1-(-1) —1-140-2+1-0 —-1-0+0-(-2)+1-1
1 3 =2
=2 4 -6
-2 -1 1

Calculo de la inversa de AZ,

1 3 =2
=] 2 4 -6|=4+4+36-16-6-6=1620 — 3(a*)’
-2 -1 1
‘4 —6‘ ‘2 —6‘ ‘2 4‘
S B A B A -2 -10 6\ -2 10 6
, menores 3 -2 b -2 ] 3 adjuntos traspuesta
A - == I -3 5 — -1 -3 =5 -
PR 1R 10 -2 -2 10 2 -2
3 =2l |2 5 2 -1 B S B a
4 -6/ 2 -6/ 2 4
-2 -1 =10
10 -3 2
6 -5 =2

-2 -1 —-10
; ( 2)_1_ ; -2 -1 -10 ) ]046 _46 215
inalmente, (A 7 10 -3 2|= 45 46 %6
6 -5 -2 6/ —5/ -2
16 16 16

b) ;Matriz X?/2A’X=4B
Despejemos X,

A’X :;B; A’X =2B

Como existe (A )_1 . multiplicando por la izquierda por (A )_1 ,
(A2)' Ax =(A°)"2B; como (A°)'A’=1 — 1x=2(4)"B; x=2(4)'B

Procedamos al cdlculo de X,



-2 -1 -10\(3 -2 1
x=21l10 -3 2||-1 4 2|=
16
6 -5 -2J{o o0 I

—2:3+(=D)-(=D+(=10)-0 =2-(=2)+(=D)-4+(=10)-0 —2-1+(=1)-2+(~10)-1

=é 10-3+(=3)-(=D+2-0 10-(=2)+(=3)-4+2-0 10-1+(=3)-2+2-1
6-3+(=5)- (=D +(=2)-0  6-(-2)+(=5)-4+(=2)-0  6-1+(=5)-2+(=2)-1
—~6+1 4-4 -2-2-10 -5 0 -14

=é 3043 —20-12 10-6+2 |=L|33 -3 &

8
18+5 —-12-20 6-10-2 23 =32 -6

T 0 U
Solucién: X = 3% —4 %
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Problema 2. Un millonario ha dejado en herencia todo su dinero a sus tres hijas. A la hija
mayor le ha dejado 9 millones de euros mas la mitad de la suma de lo que ha dejado a las otras
dos. A la hija mediana le ha dejado la mitad de la suma de lo que ha dejado a las otras dos. A la
hija pequefia le ha dejado el 35% de la suma de lo que ha dejado a las otras dos. ;Cudnto dinero
ha dejado el millonario a cada una de sus hijas?

(Planteamiento correcto 5 puntos-Resolucion correcta 5 puntos)

Solucion:

Llamando:  x = millones de euros dejados a la hija mayor
y = millones de euros dejados a la hija mediana
z = millones de euros dejados a la hija pequeiia

Del enunciado del problema obtenemos:

“A la hija mayor le ha dejado 9 millones de euros mds la mitad de la suma de lo que ha dejado a las otras
y+z

dos”, x=9+ — 2x=I184+y+z — 2x—-y-z=18

“A la hija mediana le ha dejado la mitad de la suma de lo que ha dejado a las otras dos”
Xtz

— 2y=x+z — x—-2y+z=0

“A la hija pequeiia le ha dejado el 35% de la suma de lo que ha dejado a las otras dos”

35 7
=——(x+ - z=—(x+ — 20z=7x+7y — 7x+7y—-20z=0
z 100( y) z 20( y) Z y y—20z
x=2y+z=0
El sistema a resolver es: 2x—y—-z=18

7x+7y—=20z=0

Lo resolveremos por Gauss.

] -2 1! 0 A ) 10 ]I -2 1! 0
| | |

2 -1 -1!18| F,—2-F, |0 3 =318 0 3 -3! I8
| | |

7 7 =20 0) F,-7-F \0 21 -27! 0) F,-7-F, \0 0 —61-126

DeF; — —6z=—126 — z:ié‘s:zz

DeF, — 3y-3z=18 —>3y-3.21=18 —» 3y=18463 — 3y=8]1 — y=%=27
DeF;, - x-2y+z=0 — x-2.27421=0 — x-33=0 — x=33

Solucion: el millonario ha dejado 33 millones de euros a su hija mayor, 27 millones de euros a su hija
mediana y 21 millones de euros a su hija menor.
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4x-5
Problema 3. Se considera la funcion f(x)= X;Cz__]) Se pide:

a) Su dominio y los puntos de corte con los ejes coordenados. (2 puntos)

b) Las asintotas horizontales y verticales, si existen. (2 puntos)

¢) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento. (2 puntos)

d) Los maximos y minimos locales, si existen. (2 puntos)

e) La representacion grafica de la funcion a partir de los resultados anteriores. (2 puntos)

Solucion:
a) Dominio,
2(>=1)=0 - x*-1=0 - x’=1 — x=+JI=+1 — Dom f(x)=R-{-1,1}

Puntos de corte con los ejes coordenados,
4-0-5 -5 5 5
x=0 > 0) = = =—  — 0,—
SO 200-1) -2 2 ( 2)
=0 - X720 00 4x-5=0; 4x=5 x=> = [2.0
2\x" =1 4 4
Su dominio es Dom f(x)=R—-{-1,1} y sus puntos de corte con los ejes coordenados son:

03 (o)

b) Asintota horizontal y asintota vertical.
Asintota horizontal,

4x-5 o 4 4 4
la asintota horizontal es y =0.

4x-5 (o 4x 4 4
Lim f(x :Ll’m~(—): —|=Lim—=Lim—=——=0
x—)+oof( ) x—>+002 xz—] [ooj X—>+oo 2_x2 X—>+o0 2x + oo

Asintotas verticales.
Del dominio de la funcion deducimos que hay dos posibles a.v. x=—-1 y x=1.

Lim f(x)= Lim 4x2—5 = 4(_1)2_5 =_—9=oo - x=-1 esav.
x5 Se20 1) 2017 -1) 0
4x-5 4.1-5 -1

%inqu(x)=%irr112(x2_1) 2(]2_1)—7=oo — x=1 esawv.

La asintota horizontal es y =0 'y las asintotas verticales son x=-1 y x=1.

c) Monotonia.
Estudiemos el signo de f(x)

£ = 4-2( —1)-(4x=5)-2-2x 8 =8-16x" +20x _—8x*+20x—-8 _—2x° +5x-2

(2(* - 1)f  4le-1f ale-1f (-1)

Obtengamos las raices del numerador y denominador,
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—544/57—4(=2)(-2) _-5+25-16 _-5+4/9 543 _

“2x*+5x-2=0 —> «x=

2-(=2) —4 —4 —4
~5+43 -2 1
x]: [ —
_ —4 -4 2
~-5-3 -8
x2: ==
-4 -4

(x2 —1)2 =0 > x*-1=0 — {resueltaena)}l x=-1 y x=1
Por tanto, debemos estudiar el signo de f(x) en los intervalos: ({-1,1}¢ Dom f(x))

0 AV4 VY A4

7 N =4 N

—1 1 1 2
2

El denominador de f(x) estd elevado al cuadrado, siempre serd positivo. El signo de f(x) solo depende del
numerador que, grdficamente, es un polinomio de 2° grado con coeficiente de x° negativo y raices 1/2'y 2,

luego,
— . —_— + . + »
—1 1 1 2
2
Por tanto,

f(x) es creciente en (é , ]j U (], 2) y

f(x) es decreciente en (—oo,—1)U (— 1, éj U(2, + o).

d) Mdximos y minimos locales.

Del estudio anterior deducimos que en x = 2 hay un minimo local y en x =2 hay un mdximo local.

1
4—-5
:i f(i)z 22 = 5 = 5 = 3=2 —  Minimo local (i,ZJ
2 2 )] 1 -3\ -3 2
2012 =7 2| ——1 2| —
2 4 4 2
x=2 f(2)=422 5: 5 =i —  Madximo local 2,i
2(22-1) 23 2 2
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e) Representacion grdfica.
De lo estudiado en los apartados anteriores sabemos:

Corte con ejes coordenados (0,%) y (%,0), minimo local en(é,Zj, mdximo local en (2, éj ;

ah y=0 av. x=—-1 y x=1
Representando grdficamente esta informacion:

(0, 2.5)
K

Minimo
(0.5,2)
(2,0.5)
Maximo
X

N
N

(1.25, 0)

w
N

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
-4 -3 -2 41 0
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Si con esta informacion la representacion no queda definida, podemos obtener:
la posicion de la curva respecto de su asintota horizontal y =0

En—oo, x=-1000 — y=— (_10003 = = 0002..<0
2((-1000y* - 1)
4-1000-5
En+4oo, x=1000 — y= =00019...>0
Y= 201000° - 1)
y =
_____________________________________ i —
La posicion de la curva respecto de su asintota vertical x = — 1

—5 =11 4(-I)-5

L 2x ) B (2 ) R

Lim 4x 5 =0 4(09)-5 -
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Considerando los intervalos de crecimiento y decrecimiento obtenidos, la representacion grdfica de f(x) es:

3 =1
(0, 2.5)

2
Minimo
(0.5, 2)

1 (2,0.5)

Maximo
y=20
6 -5 -4 -3 -2 1 0 3 4 5 6
(1.25,0)

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I X%
| f
b 2
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
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Problema 4. El consumo de energia (en Mwh) en una empresa metaltrgica a las x horas de un
dia viene dado por la siguiente funcion:

2x+14 si xe [0,6]
f()={-x"+24x-82  sixe 18]
—x+34 si xe [18,24]

a) Estudia la continuidad de esta funcién en el intervalo [0,24]. (3 puntos)

b) Determina a qué horas del dia el consumo alcanza sus valores mdximo y minimo.
(Cudles son dichos valores? (4 puntos)

c) Planteando la integral adecuada, calcula el consumo que se realiza entre las 8 de la
mafiana y las 10 de la manana. (3 puntos)

Solucion:
a) Continuidad de esta funcion en el intervalo [0,24].
Como cada una de las definiciones de f(x) es un polinomio de ler o 2° grado, son continuas en sus
correspondientes intervalos. Los problemas para la continuidad de la funcion estin en los cambios de
definicion.
Continuidad en x = 6,
a) fi6)=2.6+14=26
Lim f (x) = Lim(2x+4) =26

x—=6" x—=6"

=26
Lim f(x) = Lim(~ x> +24x—82)=—6" +24.6 82 =26
x—6" x—6"

b) Ll’n61 f(x)=

¢) f(6) = 26 = Lim f(x)

Por tanto f(x) es continua en x = 6.

Continuidad en x = 18,
d) f(]8)=—]82+24. 18-82=26

Lim f(x)= Lim (~x* +24x—82)=26

x—18" x—18"

e) Limf(x)= +
Limt Lim f(x)= Lim(-x+34)=—18+34=16
x—18" x—I18"

— no existe Lim f(x)
x—18

Por tanto f(x) no es continua en x =18

Solucion: f(x) es continuaen [ 0,24 ] ~{18).

b) ;A qué horas del dia el consumo alcanza sus valores mdximo y minimo?
Representemos grdficamente la funcion (algunos cdlculos estdn realizados en el apartado a))

x|2x+14 x |-xX’+24x-82  x |-x+34
0|14 6 |26 18 | 16

6 |26 18| 26 24 | 10

Para completar la representacion de la pardbola necesitamos algiin punto mds. Como el polinomio de
2° grado tiene coeficiente de X negativo, la pardbola tiene la forma (), obtengamos el mdximo.

g(x)=—x"+24x-82

g (x)=—2x+24; —2x+24=0;, —2x=-24; x=_—224=]2€(6,]8)

g(I2)=—12"+24-12-82=62 —  mdximo dela pardbola (12,62)
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Solucion: el consumo maximo se alcanza a las 12h y es de 62 Mwh y el consumo minimo se alcanza a las
24h y es de 10 Mwh.

c¢) Planteando la integral adecuada, calcula el consumo que se realiza entre las 8 de la mafiana y las 10 de la
mariana.

Entre las 8 y las diez de la mafiana la definicion de f(x) es —x° + 24 x — 82.
El consumo que se realiza entre esas horas lo obtendremos mediante la siguiente integral definida,

10 3 2 10 3 10
[ Cx?+24x-82)dv=| - +24°—82x| =|-"-+12x" -82x| =
s 3 2 3

8 8

3 3
= —£+12-102—82-10 - —8—+12-82—82-8 :140—(—]76j:3165]05’3333
3 3 3 3 3

316
El consumo que se realiza entre las 8 de la maiiana y las 10 de la maiiana es de —— Mwh.
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Problema 5. Una estacion espacial internacional cuenta con un grupo de especialistas en
ingenieria y con otro de especialistas en ciencias. El grupo de especialistas en ingenieria esta
compuesto por 10 especialistas de América y 20 de Europa, entre los cuales 7 y 9 son mujeres,
respectivamente. El grupo de especialistas en ciencias estd formado por 21 especialistas de
América y 19 de Europa, entre los cuales 12 y 10 son mujeres, respectivamente. Se elige un
integrante de la estacion espacial al azar.

a) (Cual es la probabilidad de que sea de Europa? (2 puntos)

b) (Cual es la probabilidad de que sea hombre y especialista en ciencias? (2 puntos)

c) Si se ha elegido una mujer, ;es mas probable que sea especialista en ciencias 0 en
ingenieria? (3 puntos)

d) (Son independientes los sucesos “ser mujer” y “ser especialista en ingenieria”?
puntos)

(3

Solucion:
Organizamos los datos del problema en la siguiente tabla.
Ameérica Europa
Mujeres | Hombres | Mujeres | Hombres

Especialistas en ingenieria
Especialistas en ciencias

Totales

De los datos del enunciado tenemos:

El grupo de especialistas en ingenieria estd compuesto por 10 especialistas de América y 20 de Europa,
entre los cuales 7 y 9 son mujeres, respectivamente. Por tanto, de América 7 mujeres y 3 hombres;
de Europa 9 mujeres y 11 hombres.

América Europa
Mujeres | Hombres | Mujeres | Hombres
Especialistas en ingenieria 7 3 9 11
Especialistas en ciencias

Totales

El grupo de especialistas en ciencias estd formado por 21 especialistas de América y 19 de Europa, entre
los cuales 12 y 10 son mujeres, respectivamente. Por tanto, de América 12 mujeres y 9 hombres; de
Europa 10 mujeres y 9 hombres.

Ameérica Europa
Mujeres | Hombres | Mujeres | Hombres | Totales
Especialistas en ingenieria 7 3 9 11 30
Especialistas en ciencias 12 9 10 9 40
Totales 19 12 19 20
31 39 70

Se elige un integrante de la estacion espacial al azar.

39
a) P(sea de Europa) = —
) P( pa) 20
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b) P(sea hombre y especialista en ciencias) = 2+9 = 18 = k4
70 70 35

c) Se ha elegido una mujer, ;es mds probable que sea especialista en ciencias o en ingenieria?
12+10 _22 11
19+19 38 19
7+9 16 _ 8
19+19 38 19

P(sea especialista en ciencias) =

P(sea especialista en ingenieria) =

11 8 , - .
Como 7o > 7o es mds probable que sea especialista en ciencias.

d) Llamemos J al suceso "ser mujer" y K al suceso "ser especialista en ingenieria". ;Son J y K sucesos

independientes?
Debemos comprobar si P(JNK)=P(J)- P(K)
7+9 16
PUNK)="2=—
(ﬂ ) 70 70
1>(J):]9”9:ﬁ 16 _38 ﬁ?; Z,Q:]MO?; (16-4900=70-11407; ;78400 =79800? No
70 70 70 70 70 70 4900
30
PIK)=—
(K)==7

Por tanto, los sucesos J y K no son independientes.
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Todas las respuestas han de ser debidamente razonadas

Problema 6. En una poblacién hay dos compaiiias, A y B, que proporcionan el servicio de
internet. La compafnia A proporciona servicio al 70% de los hogares que han contratado el
servicio de internet. El 65% de los hogares que han contratado el servicio de internet tienen
contratado también el servicio de television de pago. Sabemos que la mitad de los clientes de la
compaiia B ha contratado television de pago.
a) Calcula el porcentaje de hogares que no han contratado el servicio de television de pago
y tienen contratado el servicio de internet con la compatfiia A. (3 puntos)

b) Si en un hogar se ha contratado el servicio de internet, pero no el servicio de television de
pago, ;cudl es la probabilidad de que sea cliente de la compafiia B? (4 puntos)

c) Sea A el suceso “ser cliente de la compafiia A" y C el suceso “haber contratado la
television de pago”. Calcula P(AU C). (3 puntos)

Solucion:

Consideramos los siguientes sucesos:
A = El hogar tiene contratado el servicio de internet con la compariiia A
B = El hogar tiene contratado el servicio de internet con la compariia B
TP= El hogar tiene contratado el servicio de television de pago

TP=El hogar no tiene contratado el servicio de television de pago

De los datos del enunciado,
“La compaiiia A proporciona servicio al 70% de los hogares que han contratado el servicio de internet”,
entonces P(A) = 0770 y por lo tanto P(B)=1-0770 = 0730

“Sabemos que la mitad de los clientes de la compaiiia B ha contratado television de pago”, luego entre los
clientes de la compaiiia B P(TP)=0"5 vy P(ﬁ’)z 05.

Sobre los clientes de la compaiiia A todavia no sabemos el porcentaje de los que contratan o no television de
pago, luegoen A P(TP)=x vy P(ﬁ): 1—x

07

El drbol del problema es:

0’5 TP

03

0’5 —
TP

Calculemos el valor de x. Del enunciado sabemos que “el 65% de los hogares que han contratado el servicio
de internet tienen contratado también el servicio de television de pago” — P(TP)=065

Por otro lado, del drbol: ~ P(TP)=07x+03-05=07x+015

Luego, 07 x+0°15=0065;, 07x=065-015, 07x=050, x= 7=§ y I—-x=1- ;

NG
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5 TP
7
A

0’7
2 _
7 TP

El drbol del problema queda:

0’5 TP

0’3

B

0’5 —
TP

a) Calcula el porcentaje de hogares que no han contratado el servicio de television de pago y tienen contratado
el servicio de internet con la compaiiia A.
La probabilidad pedida es: P(A N TP)
P(Aﬂﬁ)=0’7~§=0’2
Solucion: el porcentaje de hogares que no han contratado el servicio de television de pago y tienen
contratado el servicio de internet con la compaiiia A es del 20%.

b) Si en un hogar se ha contratado el servicio de internet, pero no el servicio de television de pago, ;cudl es la
probabilidad de que sea cliente de la compaiiia B?

I3 - . . p B_)
a probabllldad pedida es ( AP

P(B ﬂ TP) 03.05 15
( /TPJ =22 204286

0’7'§+0’3~0’5

Solucion: la probabilidad pedida es 0°'4286.

c) Sea A el suceso “ser cliente de la compaiiia A"y C el suceso “haber contratado la television de pago”.
Calcula P(A UC)
P(aUC)= P(A)+ P(C)- P(ANC)
P(A)=07
P(C)= 0’7-§+0’3.0’5 =065; — P(AUC)=07+065-05=0785

P(AﬂC):0’7§:0’5

Solucion: P(A UC)=0'85
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