PAU Comunidad Valenciana - Matematicas Il

Junio de 2026 - Convocatoria extraordinaria de reserva

Estas soluciones desarrollan todos los apartados del examen. En cada bloque se parte de la ley o definicion que se
aplica, se sustituyen los datos y se interpreta el resultado.

Pregunta 1 - Probabilidad y estadistica

1.1 Probabilidad de ganar una ronda
Definimos los sucesos con palabras sencillas:
- C: sale cara, con P(C) = 1; X: sale cruz, con P(X) = 1. - G: el alumno gana; D: resultado obtenido en el dado.

El juego tiene dos pasos: primero se lanza la moneda y después el dado. Si sale cara, se ganacon D =50 D = 6. Si
sale cruz, se gana cuando D es par, es decir, 2,4 0 6. Cada camino completo del arbol representa una partida posible.

En cada rama aparece una probabilidad condicionada. Por ejemplo, P(G | C) = % significa «probabilidad de ganar

sabiendo que salio cara». Para cada camino multiplicamos sus dos ramas y, al sumar los dos caminos ganadores,
obtenemos P(G):

[ G(: ar;a; D=506 ]
P(G|C)=2/6=1/3 =
C:cara Do P(CNG)=1/6
P(C)=1/2
Do P(CNno G)=1/3
no G: nogana; D=1,2,304
[ P(no G|C)=4/6=2/3 ]

.—

G: gana; D es par ]

P(G|X)=3/6=1/2 Do P(XNG)=1/4

bo

» P(Xnno G)=1I4
P(X)=1/2 [ no G: no gana; D es impar ]

P(no G|X)=3/6=1/2

La probabilidad total de ganar es

1 2 1 3 1 1 5
P = P(C)P P(X)P X)=——-4+—-—-—w==—4+-—-=|—1|
(@) =POPEG|O)+PX)PE|X)=5 c+5 c=5+71=| 1

Conclusiodn: la probabilidad de ganar una ronda cualquiera es %
1.2 Probabilidad de que saliera cara sahiendo que se gané
Aplicamos la definicion de probabilidad condicionada:

P(CNG)
P(C|G)=—+—.
€16 =54
La interseccion C' N G corresponde a cara 'y dado 5 0 6, por lo que
1 2 1
P(CNG)=POP@G|C)=5 T =¢.
Sustituyendo el resultado de 1.1,
1/6 1 12 2
PC|IG)=——Fm==7-—=|Z|
@le) 5/12 6 5 5

Conclusidn: sabiendo que gang, la probabilidad de que hubiese salido cara es %
1.3 Exactamente cinco victorias en siete rondas con cara segura
La moneda trucada siempre da cara, asi que solo se gana cuando el dado es 5 0 6:

2 1 2
=P(G)=PD=50D=6)=—-=—,1—-p=—.
p=P(G) = P( 0 )=g =3 1-P=3

Las siete rondas son independientes. Si (Y) es el nimero de victorias,
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1
Y~B[7—=].
( ’ 3)
Usamos la férmula binomial para cinco éxitos:

™N/1\%/2)\2 1 4 84 28
P(Y =5) = )1 () =21 — - = = 0 —| ==~ 0.0384.
( ) (5)(3) (3) 243 9 2187 | 729

Conclusioén: la probabilidad pedida es %, aproximadamente 0.0384, es decir, un 3.84%.

Pregunta 2 - Algebra

2.1 Discusion del sistema por Rouché-Frobenius
El sistema es

ar+y—2=0,
z+oy+z=1,
—z+y+az=2.
Su matriz de coeficientes y su matriz ampliada son
a 1 -1 a 1 -1]0
A=|1 a 1 |,A*=|1 a 1 |1
-1 1 « -1 1 o |2

Como hay tres incognitas, el sistema es compatible determinado si (rg(A)=rg(A**)=3), incompatible si los rangos son
distintos y compatible indeterminado si son iguales pero menores que 3.

Paso 1. Determinante de (A)
Desarrollamos por la primera fila:
a 1 %, 1 1 «
detAza‘l a‘ —1‘_1 a‘+(—1)‘_1 1‘
=a(a®-1)—(a+1)—(a+1)
=ao®—3a—2
= (@—2)(a+1)

Preguntamos cuando se anula:

det A=0<= (@ —2)(a+1)?=0<=[a=20a=—1]

Paso 2. Caso o 7~ —1,2
det A # 0 = rg(A) = 3.
Ademas, A* tiene tres filas, por lo que (rg(A**)3). Al contener a (A), también (rg(A**)3), y por tanto
rg(A) = rg(A*) = 3 = namero de incognitas.

Conclusion del caso: para a # —1, 2, el sistema es SCD.

Paso 3.Caso o = —1
-1 1 -1
A|a=_1 =11 -1 1
-1 1 -1
Las filas segunda y tercera son opuestas o iguales a la primera, y la primera no es nula. Por tanto,
rg(4) =1.
La matriz ampliada es
-1 1 -1]0
A =11 -1 1|1
a=-1
-1 1 -1]2
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Para justificar su rango mediante un menor de orden 2, tomamos las filas 1y 2 y las columnas 1y 4:

1
‘ 0‘=—17é0¢rg(A*)22.

1 1

Como A* tiene tres filas, y sus menores de orden 3 son nulos porque detA = 0, resulta (rg(A™*)=2). Asi,

rg(4) = 1 #2 = 1g(4").
Conclusién del caso: para o = —1, el sistema es SI.

Paso 4. Caso ¢ = 2

2 1 -1
A|a=2 = 1 2 1
-1 1 2
El determinante es cero, luego (rg(A)2). Sin embargo, el menor de orden 2 formado por las filas 1y 2 y las columnas 1y
2es
2 1
L o =4-1=3+#0=rg(4) =2.
La ampliada es
2 1 -110
A =11 2 1|1
a=2
-1 1 2 2

Comprobamos un menor de orden 3 usando las columnas 1, 2 y 4:

2 10
1 2 1/=24-1)—12+1)=3#0.
-1 1 2

Por consiguiente, (rg(A**)=3), y

rg(A) =2 # 3 =rg(4").

Conclusién del caso: para a = 2, el sistema es SI.
En resumen,

Valor de a | Clasificacion
a#-1,2 SCD
a=-1 SI
a=2 SI

No aparece ningun valor de & con sistema compatible indeterminado.

2.1.2 Solucion cuando el sistema es compatible

Solo hay solucién para a # —1, 2. Aplicamos la regla de Cramer, cuya férmula teérica es

A, Ay A,
r=——, y—f, Z—K, A = det A.

Ya tenemos
A= (a—2)(a+1)2%

Para (x), sustituimos la primera columna por los términos independientes:

01 -1
A=[1 a 1
2 1 «
=—(a+1)+2+2a
=a+1.

Para (y), sustituimos la segunda columna:

Academia de Matematicas, Fisica y Quimica - Clases individuales y grupales - Preparacion Selectividad, PCE y +25

tuprofealrescate.com


https://tuprofealrescate.com

11 1 1
A, = 1
¥ =% a‘+( )‘—1 2‘
=ala—2)—3

=a’—2a—3=(a+1)(a-3).

Para (z), sustituimos la tercera columna:

o 1| |1 1
Az_a‘l 2‘_‘—1 2‘
=oa(2a—1)-3

=202 —a—3=(a+1)(2a-3).

Por tanto, para & # —1, 2,

_ a+1 _ 1

T a—)@r)? |@—2)(at+1)
(a4 1)(a=-3) a—3
YT+ |[@-9@+D |
_ (a+1)(2a—-3) 2a -3
T+ |-+ D ]

Conclusidn: la solucion es

1 a—3 2a —3
(z,9,2) = ((a_g)(a+1)’ (@-2)(a+1)’ (a—2)(a+1))

2.2 Matriz de simulacion

1—a 1 1 0
AZ( 1 1+a)’I:(O 1)'

2.2.1 Valores que cumplen A2 — I = 24
Primero calculamos A2, multiplicando fila por columna:

Azz(lza 141ra) (IIG 141—a)
:( (1-a)*+1 (1—a)+(1+a))
(1-a)+(1+a) 1+ (1+a)?

_(a2—2a,+2 2 )
o 2 a?+2a+2)

A2_I=(a2—2a+1 2 )
2 a’+2a+1

Restamos (l):

Por otra parte,

9A — 2—2a 2 .
2 2+ 2a

Igualando las matrices, basta comparar las entradas diagonales:

a’—2a+1=2—2aq, a?—-1=0,
2 — 2
a“+2a+1=2+4 2a. a“—1=0.

Asi,

a2=1:|a=—10a=1|.

Conclusioén: la igualdad matricial se cumple paraa € {—1,1}.
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2.2.2 Inversa de (A)

Para una matriz 2 X 2,

-1
1 _
(p q) :—(s q),ps—qraéO.
r 8 ps—qr\—-r p

Calculamos primero el determinante:
detA=(1—a)(1+a)—1=1-a®>—1=—a’
La matriz es invertible si y solo si
—a’#0<=a#0.
Los menores y cofactores son

| 1 2
1 —1
l‘l—i-a ) :>Adj(A):< ta 1_a).

-1
-1 1-a

Por tanto,

1 (1+a -1 1 (1+a -1
Al=— =|-= .
—az(—l 1—a> az(—l l—a,)’a7é0

Conclusién: (A) admite inversa exactamente cuando a # 0, y la expresién anterior es su inversa.

Pregunta 3 - Geometria

3.1 Posicion relativa de dos rectas
Las rectas vienen dadas por

{2:1:+y=a {—x+2y+2z=5
r: N .
z=1 z+z=a

Paso 1. Pasar ambas rectas a forma paramétrica
En (r), tomamos £ = ¢. Entoncesy =a — 2ty z=1:

z=t
r:<y=a—2t|, teR.
z=1

En (s), tomamos 2 = u. De & + 2 = a sale £ = a — u. Sustituyendo en la primera ecuacion,

5 -3
—(a—u)+2y—|—2u=5=>2y=5+a—3u=>y=%.
Por tanto,
zT=a—u
s: :m,ueR.
2
z=u

Los vectores directores asociados a estas formas paramétricas son ((1,-2,0)) y ((-1,-3/2,1)). No son proporcionales
porque el tercero tiene componente (0) y el segundo componente (1). Por eso las rectas no son paralelas ni
coincidentes: o se cortan o son cruzadas.

Paso 2. Condicion para que se corten
Igualamos las coordenadas de los puntos paramétricos:

t=a—u,
5 -3
oz Brazie
l1=u.
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De la tercera ecuacion, 4 = 1. La primera dat = a — 1. Sustituyendo ambos valores en la segunda,

— 2 2
a—2(a—1)=%=>2—a= a;— —=4-2a=a+2= a=z
Sia = 2/3, se cortan; sia # 2/3, son cruzadas.
Paraa = 2/3,
2 1
t:a—1:§—1:—§,u:1

El punto de corte es

Conclusiodn: las rectas se cortan Unicamente para a = 2/3; para cualquier otro valor de a son rectas cruzadas.

3.1.3 Distancia entre (0) y (P)
La férmula de distancia entre (0=(0,0,0)) y (P=xp, yp, 2p) €s

d(O, P) = 4/ 7% + 32 + 2%.

Solo esta definida aqui cuando a = 2/3, porque solo entonces existe el punto de corte (P):

d(O,P)=\/(—%)2+(§)2+12
=\/%+%+1=\/§= @

3.2 Planos en forma general
Se dan el plano y la recta

r=14+a
m:2c+y—3=0,r: ¢ y=—-1—2a.
z=1

De la forma paramétrica de (r) obtenemos el vector director ( vr=(1,-2,0)) y un punto (P=(1,-1,1)). El vector normal de (pi)
es ( nm=(2,1,0)).

3.2.1 Plano perpendicular a (pi) que contiene a (r)
Escribimos el plano buscado en forma general:

m : Az + By+ Cz+ D = 0.
Como r C 1, su vector director debe ser paralelo al plano, es decir, perpendicular a su normal:
(A4,B,C)-(1,-2,0)0=0— A—-2B=0.
Como piiperppi, sus normales son perpendiculares:
(A,B,C)-(2,1,0)=0=—=2A+B=0.
Resolvemos las dos condiciones:
A=2B,2(2B)+B=0=—=5B=0=— A=B=0.
Por tanto, C' # 0y podemos tomar C' = 1. El plano queda z + D = 0. Como contiene a (P=(1,-1,1)),

1+D=0=D=—1.

Conclusion:
m:2—1=0]|

3.2.2 Plano paralelo a (pi) que contiene a (r)
Un plano paralelo a (pi) tiene el mismo vector normal, por lo que en forma general es
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me:2x+y+D=0.
Para que contenga a (r), basta imponer que contenga el punto (P=(1,-1,1)) de la recta:

2.1+ (-1)+D=0=1+D=0=—>D=—1.

Conclusion: si existe y es

|7r2:2a;—|—y—1=0.

Pregunta 4 - Analisis

4.1 Estudio de (f(x)=]2x"2-3]) en ([-1,5])
Dominio y asintotas
La expresion 222 — 3 esun polinomio y el valor absoluto esta definido para cualquier numero real. Por tanto,

[Pon =%}

En el examen se estudia la restriccion de (f) al intervalo ([-1,5]).
Comprobamos las asintotas:

- Asintotas verticales: no existen, porque el dominio es todo R y (f) es continua en todos los puntos. - Asintotas
horizontales: no existen, ya que

lim |2z — 3| = +oo.
z—+00

- Asintotas oblicuas: tampoco existen; el crecimiento es cuadratico y para cualquier recta (mx+n), (f(x)-(mx+n)) no
tiende a cero cuando £ — %o00.

Expresion por intervalos
Los cambios del valor absoluto se producen cuando

2m2—3=0<=>m2=%<=>m=i,/%=i§.

Entodo R,

22— 3, wg—\/goa:z %,
2 3 3
3 — 2zx%, —\/ggzg\/;.

Como —4/3/2 < —1, el primer punto de cambio queda fuera del intervalo que nos piden. Por eso en ([-1,5]), con

a = 4/3/2, usamos

flz) =

_ [3-222, —-1<z<a,
f(x)_{2w2—3, a<z<5h.

4.1.1 Crecimiento y decrecimiento
Derivamos cada tramo:

o 4z, —-1<z<a,
f(w)_{4w, a<z<b.

Los puntos que debemos estudiar son £ = 0, donde (f'(0)=0), y £ = a, donde cambia la expresién y la derivada no
existe. Comprobamos el signo de la derivada con un punto de prueba en cada intervalo:

Intervalo Punto de prueba Derivada Signo Comportamiento

(-1,0) x=-1/2 -4(-1/2)=2 + Crece
(0,a) x=1/2 -4(1/2)=-2 - Decrece
(a,5) x=2 4(2)=8 + Crece

En & = 0 el signo pasa de (+) a (-), luego hay un maximo local. En £ = a el signo pasa de (-) a (+), luego hay un
minimo local, aunque la derivada no exista en ese punto.

Conclusioén: f crece en (—1,0) U (\/g, 5) y decrece en (0, \/g)
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4.1.2 Extremos absolutos
Evaluamos los extremos del intervalo y los puntos criticos o de cambio:

f(=1)=2(-1)*-3| =1,
f(0)=12-0* - 3| =3,

f( %>=o,

f(5) =|2-5%— 3| =4T.

Comparando (1,3,0,47):

3
minimo absoluto 0 en z = 3P |méximo absoluto47enz = 5|

4.1.3 Representacion propia de la funcion
La grafica siguiente representa la parabola interior reflejada sobre el eje (X) y restringida a ([-1,5]). Se sefalan los
puntos que justifican la tabla anterior.

y
47
L
3. ’
1 0
— ® X
-1 0 a=v(3/2) 5

f(x)=|2x2-3], esquema propio no a escala

4.1.4 Area limitada por la curva
El area es la suma de dos integrales porque (f) cambia de expresién en a = 3/2:

a 5
A =/ (3—2x2)d:c+/ (2z% — 3) dz.
-1 a
Integramos antes de sustituir:
223 213
/(3—2w2)d:c =3z — %, /(2:1:2 —3)dx = % — 3z.

Ahora evaluamos con los corchetes y los intervalos correspondientes:

31+/3/2 3 5
A=[3a:—2i] +[2i—3w]
3 1,4 3 3/2
2
= (\/5+%)+(%+\/5)

212
= 5 + 2v/6| ~ 75.5656 unidades cuadradas.

Conclusion: el area pedida es % = 2\/6 unidades cuadradas.

4.2 Optimizacion del volumen de un comedero semicilindrico

4.2.1 Funcion volumen en funcion de (r)
El comedero es medio cilindro, por lo que su volumen es
1

_ 1 9
V—‘)vr'r'L.
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El area de chapa esta formada por la superficie lateral curva y los dos extremos semicirculares:

7r? 2

Acurva = 777'L1 Aextremos =2 9 =7r.

Como el area total vale 6007,
7rL + 7r? = 600r => rL + r* = 600.

Despejamos la longitud:

600 — 12
- ="

rL =600 —r’ = |L

Para que el comedero sea fisico, 7 > 0y L > 0; por tanto,

0 < r < V600 = 10V6.

Sustituimos (L) en el volumen:

V() = g ( -

- %(6001'—7'3) , 0 <7< 10V6.

600 — r2 )

La funcién es un polinomio en su dominio fisico. Ademas, lim,. o+ V(r) =0y lim, , 1./5)- V(r) = 0; no hay
asintotas verticales ni horizontales en el dominio de la situacion fisica.

semicilindro abierto por arriba

—/
——
g

4.2.2 Radio y longitud que maximizan el volumen
Derivamos la funcion de volumen:

V'(r) = %(600 — 3r2),
Buscamos los puntos criticos igualando la derivada a cero:
V() =0 < %(600 —32) =0

<= 600—3r>=0
— r? = 200.

Comor > 0,

r = /200 = 10v/2 cm)|.

Comprobamos el cambio de signo de V'/(r) dentro del dominio fisico:

Intervalo Punto de prueba Signo de 600 — 3r2 Comportamiento
(0,10v/2) r=1 600-3=597>0 V crece
(10\/5, 10\/3) r=20 600-3:400=-600<0 V decrece

El signo pasa de positivo a negativo, asi que el punto critico proporciona un maximo absoluto en el dominio fisico.
600 — 12 600 — 200 400
L= = = = -20\/5 cm
r 10v/2 10v/2 ’
r2L = g(zoo)(20\/§) = (20007v2 cm®|.

™

Vmax 2

Conclusién: el volumen maximo se obtiene con radio 10\/5 cm y longitud 20\/5 cm, y vale 20007r\/§ cm3.
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