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Mayores de 25 anos - UCM - 2023

Se desarrollan las dos opciones. En el examen debe contestarse una opcién completa.
Opcion A

A1 - Arboles que sobreviven a la plaga

Sean n, 1, p los nUmeros iniciales de naranjos, limoneros y perales. La finca tiene 58 arboles, y las dos relacio-
nes del enunciado dan

n—+1+p=>58,

l4+2p=n+6.
Tras la plaga quedan n — 5 naranjos y p — 3 perales. La igualdad indicada entre naranjos y el total de limoneros

y perales supervivientes es
n—-5=Il+(p-3) = n—-l-p=2.

Sumando esta ecuacion an + [ + p = 58, obtenemos 2n = 60, luego n = 30 y [ + p = 28. La segunda relacién
inicial queda entonces
I+ 2p = 36.

Al restarle [ + p = 28, resulta p = 8. Después de la plaga sobreviven 8 — 3 = 5 perales. Conclusién. Han
sobrevivido 5 perales.

A.2 - Dominio, continuidad, derivabilidad y asintotas

La funcion es
er, xz <0,
f(x) = {

|z —1|, z>0.

La exponencial esta definida para todo real y el valor absoluto también; por tanto, Dy = R.

Continuidad y derivabilidad. Cada tramo es continuo en su intervalo. En z = 0,

lim f(z) =1, f(0) =1, ”rBL |z —1] =1,

x—0—

por lo que la funcion es continua en 0. En z = 1, los dos limites de |z — 1| y el valor f(1) valen 0; también es
continua ahi. Asi, f es continua en todo R.

Para estudiar la derivabilidad, derivamos por tramos:

e*, x <0,
fllzy=<-1, 0<z<1,
1, x> 1.

En x = 0, la derivada lateral izquierda vale 1 y la derecha —1, por lo que no existe f'(0). En x = 1, las derivadas
laterales valen —1 y 1, respectivamente; tampoco existe f’(1). Conclusién. f es continua en R, pero no es
derivableenxz =0nienz = 1.

Asintotas. Al tender z a —co, f(x) = e* — 0, asi que hay una asintota horizontal y = 0 por la izquierda. Para
x — +oo, f(x) = x — 1; por tanto, comprobamos m y n para una oblicua:

, , -1 , ,
m=lim M: lim L:l, n= lim (f(z)—mz)= lim (x—1-—2)=-1.
r—+00 I T—+00 xX T—+00 T—+00

No hay asintotas verticales, pues la funcién es finita y continua en todo punto real. Conclusidn. Las asintotas
sony =0cuando z —+ —oco y y = ¢ — 1 cuando z — +o0; no hay verticales.
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A.2 c) Area entre la grafica y el eje =
La funcion es no negativa en los tres tramos entre —2 y 2, por lo que el area es la suma de las integrales:

0 1 2
A:/ e”dx—l—/ (1—x)dx+/ (x —1)dx.
-2 0 1

Evaluamos cada parte:

Conclusioén. El area es 2 — e—2 unidades cuadradas.

A.3 - Trayectorias de los dos laseres

La primera recta, en forma paramétrica, es
r: =1+t y = —t, z=—2—2t, teR.

Su vector director es @ = (1, —1, —2). El segundo rayo parte de P = (—1,0,0) y llegaa @ = (0, 1,0); su direccion
se obtiene restando:

PO=0Q—P=(0,1,0)— (~1,0,0) = (1, 1,0).

a) Angulo entre los laseres. El angulo entre sus trayectorias se obtiene a partir de los vectores directores.
Calculamos el producto escalar:
(1,-1,-2)-(1,1,0) =1 -14+0=0.

Como las direcciones son perpendiculares, las trayectorias forman un angulo recto. Conclusién. El angulo
entre los dos laseres es 7 radianes.

b) Distancia de Q al plano. Escribimos el plano en forma general: z +y — z + 2 = 0. La distancia de un punto
Q = (x0,90,20) Al plano az + by +cz+d=0es

- |CL£L'() + by() + C2o + d‘

WQn= e

Aqui Q = (0,1,0), (a,b,c,d) = (1,1,~1,2), asi que

0+14+0+2 3
dQ,7) = —— = — = V3.
@mM=""F7T A va

Conclusién. La distancia del punto de convergencia al plano es /3.

¢) Plano paralelo. Un plano paralelo a = tiene el mismo vector normal (1,1,—1), asi que su ecuacion es
z+y—z+d=0.Alimponer que pase por Q = (0,1,0), obtenemos d = —1. Conclusion. El plano paralelo que
pasapor@Qesz+y—z—1=0.

A4 - Probabilidades
Los datos son P(4) =0,1, P(B) =04y P(A| B) = 0,25.

a) Probabilidad condicionada inversa. Primero hallamos la interseccion:
P(ANB)=P(A| B)P(B)=0,25-0,4=0,1.

Aplicamos Bayes para invertir la condicion:
P(B|A)=

Conclusién. P(B | A) = 1.
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b) Interseccién y unién. La formula de la unién evita contar dos veces los casos de A N B:
P(ANB)=0,1, P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(ANB)=0,1+0,4—0,1=04.

Conclusiéon. P(ANB) =0,1y P(AU B) = 04.

c) Suceso AU B. Su complementario es AN B. Como
P(ANB)=P(A) - P(ANB)=0,1-0,1=0,
resulta B o
P(AUB)=1-P(ANB) =1.
Conclusién. P(AU B) = 1.

Opcion B
B.1 - Rango y operaciones con matrices

La matriz es

Calculamos AAT:

2 2 2
1T_(a"+4+a -2\ (2a°+4 -2
AA( -2 1)( =2 e

Su determinante vale

det(AA") = (262 +4) -1 — 4 = 24°.
4
-2
y tiene determinante cero, por lo que su rango es 1. Conclusién. rg(4AT) = 2sia #0, y rg(AA") =1 sia=0.

Sia # 0, el determinante es distinto de cero y el rango es 2. Sia = 0, la matriz es < _12> que no es nula

b) Inversa paraa = 1. En ese caso,

AAT_(_62 _12>, det(AAT) = 2.

Como el determinante no es cero, existe la inversa:

o1 1/1 2y (i1

M =512 6)= 1 3)
. =0
Conclusion. La inversa pedida es (2 )

1 3

c) Sistema con B = A'A, paraa = 1. Sustituimos a« = 1 en A y calculamos el producto:

1 2 1
A:((l) 2 (1)) B=AA= (2 5 2
121

El sistema B(z,y, z)" = (1,0, 1)' contiene dos ecuaciones distintas:

T+2y+z=1,
20+ 5y + 22 =0.

Restando dos veces la primera ecuacion de la segunda, obtenemos y = —2; la primera se reduce a z + z = 5.
Por tanto, dejando z = ¢, Conclusién. Las soluciones son (x,y,2) = (5 — t,—2,t), cont € R.
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B.2 - Material de un envase rectangular
Sean z,y las longitudes, en decimetros, de los dos lados variables. El tercer lado mide 1 dm. Como 1 litro
equivale a 1 dm?3, el volumen de 4 litros impone

4

zy-1=4 = y=—, x > 0.

X

Para un paralelepipedo rectangular cerrado, la superficie total es la suma de las areas de sus seis caras:
S=2xy+z+y).

Al utilizar zy = 4, expresamos el material en funcion de z:

4
S(x):2(4+x+> :8+2x+§.
x x

Buscamos el minimo para = > 0:
s’(;@:z-%:o — 24
Como una longitud es positiva, = = 2; entonces y = 4/2 = 2. El criterio de segunda derivada confirma que es
minimo:
@) =2C20 @0
x3
Conclusién. Las dimensiones éptimas son 1 dm, 2 dm y 2 dm. Se necesitan S = 16 dm? de material.

B.3 - Rectas y plano

La recta r tiene punto Ry = (2,—1, 3) y vector director @ = (1,—2,1). La recta s, tomando z =1y z = 0 en sus
ecuaciones, pasa por Sy = (1,0,0); su vector director es v = (0, 1, 2). En forma paramétrica:

r: x=2+XNy=—-1-2\ 2=3+ A\, A eER,
s: x=1y=p, z=2pu, weR.

a) Posicion relativa y angulo. Los vectores directores no son proporcionales. Para comprobar si las rectas
se cortan, igualamos sus coordenadas. La coordenada x obliga a A = —1, y la coordenada y da . = 1; la
tercera coordenada también coincide: Sustituyendo A = —1enr, 2z =2,y x = 1 en s, también z = 2. Por tanto,
las rectas si se cortan en (1,1, 2). El angulo se calcula con el producto escalar de sus direcciones:

i-7=(1,-2,1)-(0,1,2) = —2+2 =0.

Conclusién.  y s son secantes perpendiculares y forman un angulo de 7.

b) Interseccién del plano generado con w. Un vector normal al plano que contieneary s es

ixv=(1,-2,1) x (0,1,2) = (=5, -2,1).
Usamos el punto de interseccion H = (1,1,2):

—5z—1)-2y—1)+(2-2)=0 <= bdr+2y—z—-5=0.
Para hallar su interseccion con 7 : x +2z = —1, resolvemos el sistema de ambos planos. Tomando z = ¢, resulta
z=—-1—tey=2-3t. Larecta de interseccion, en forma paramétrica, es
l: x=t, y=2—3t, z=—-1—1t, teR.

Conclusion. La interseccion de los planos es la recta ¢ anterior.

c) Proyeccién ortogonal de s sobre 7.  El plano 7 tiene normal i = (1,0, 1), con ||7i||?> = 2. Proyectamos primero
el punto Sy = (1,0,0) mediante
1+0+0+1
Ho = 85— == =2(1,0,1) = (0,0,-1).
La direccion de la proyeccion se obtiene proyectando v = (0,1,2) sobre el plano, es decir, restandole su
componente normal:
i

”ﬁHgn = (0’ 152) - (13071) = (—1, 171)~

Como @, # 0, la proyeccién es una recta. Su forma paramétrica es

<y

—

Up = U —

Sp T =—t, y =t, z=—-14t1, teR.
Conclusion. La proyeccidn ortogonal de s sobre 7 es s;.
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B.4 - Distribuciones normal y binomial
Sea X ~ N(10,2), donde la media es 10 anos y la desviacion tipica 2 afos.

a) Duracion de al menos 12 anos. Estandarizamos X = 12:

12 -10
>
- 2

P(X>12)=P (Z ) =P(Z>1)=1-®(1)=1-0,8413 = 0,1587.

Conclusién. La probabilidad es 0,1587, es decir, un 15,87 %.

b) Tiempo para superar el 90 % de bombillas fundidas. Buscamos ¢ tal que P(X < t) > 0,90. En la tabla
normal, ®(1,28) = 0,8997, todavia menor que 0,90, mientras que ®(1,29) = 0,9015. Por tanto, usamos z = 1,29:
t—10
2

=129 = t=1258.

Conclusién. Deben pasar aproximadamente 12,58 afios para superar el 90 %.

c) Almenos dos bombillas fundidas después de 8 aflos. La probabilidad de que una bombilla se haya fundido
antes de los 8 anos es

8—10

p:P(X<8):P(Z< >:P(2<—1):1—<I>(1):0,1587.

Sea Y el numero de bombillas fundidas entre las diez; entonces Y ~ Bin(10, 0,1587). «Al menos dos» significa
Y > 2, y conviene usar el complementario:

PY>2)=1-PY=0-PY=1)=1-(1-p)'°— (11())]9(1 —p)® ~ 0,4873.

Conclusion. La probabilidad de que se hayan fundido al menos dos bombillas es aproximadamente 0,4873.
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