PAU Andalucia - Matematicas Il

Modelo 3 de 2001

Limites, funciones con valor absoluto, matrices ortogonales, planos, sistemas y rectas.

Opcion A - Ejercicio 1

Al sustituir = 0 se obtiene una indeterminacion 0/0. Aplicamos dos veces la regla de L'Hdpital:

(e* —1)sinz . e"sinz+ (e* —1)cosz . 2e"cosx+Sinx
———— = 1lim = lim =-1

lim
2 z—0 322 — 2x z—0 6 — 2

x—0 5133 —x

Por tanto, el limite pedido es [ —1]. Opeidn A - Ejercicio 2

El dominio es R. Como f(z) = |z? — 1|, distinguimos el signo del radicando:

mzfl, r<—-1o0x2>1,
€Tr) =
/(@) {1—x2, -l<xz<l1.

La grafica estd formada por las ramas exteriores de y = 22 — 1y elarcode y = 1 — 22 entre —1 y 1; se unen
en (—1,0) y (1,0). En los intervalos abiertos, las derivadas son 2z en las ramas exteriores y —2x en la rama

central. En z = 1, las derivadas laterales son —2y 2; en z = —1 son —2 y 2. Como no coinciden, f no es
derivable en z = +1; silo es en el resto de R. Para calcular la integral, separamos donde cambia la expresion:

2 1 2 371 3 2
_ 2 2 _ e . _ 2, 4_
/O f(x)dasf/O(l x)der/l(:r 1) da [x 3L+[3 :cL s t3 =02

Y
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Opcidn A - Ejercicio 3

Las columnas de A son C; = (a,0,b), C2 = (0,—1,0) y C5 = (—a,0,b). La ortogonalidad de C; y C3 exige

01'03=—a2+b2=0, b= +a.
Por expansidn del determinante,
detA=-2ab=1 — ab:f%.
Si b = a, resultaria a®> = —1/2, imposible en los reales. Por tanto b = —a y a®> = 1/2, de donde
1 1 1 1
a” b = T =T T = T =y T = .
w=(55) ° (5)

En ambos casos, las tres columnas son ortogonales y tienen maédulo 1; por ello forman una base ortonormal.

Asi, A'A =1y, por definicién de inversa, . Opcidn A - Ejercicio 4

Los vectores normales de los planos son n; = (2,0,0) Yy ny = (3,3,0). El dngulo entre los planos es el angulo
agudo entre sus normales:

[y - ol 6 1

— :7’ 0:450
[l {lnall — 2-3v2 V2

Un plano perpendicular a ambos debe tener un vector normal perpendicular a n; y ny. El vector (0,0,1)
cumple ambas condiciones. Al pasar por el origen, su ecuacion general es [z = 0]. Opcin B - Ejercicio 1

cosf =

Para que f sea derivable en z = 1, primero igualamos los limites laterales y el valor. La continuidad se cumple
para cualquier a, pues ambas ramas valen 0 en 1. Las derivadas laterales deben coincidir:
ff=a,  fiQ)=(nz+1),_, =1

a=1Lai i :
Luego 1| La integral se calcula usando la rama correspondiente en cada tramo

/Ozf(x)dx:/Ol(x—l)da:+/12xlna;d:c.

. oy 2 2
Por partes, con u = Inx y dv = z dz, una primitiva de zInx es %-Inz — Z-. Por tanto,

1 {xQ
——+|=Inz—

2272 1 3 5
27172 1,

—— +2n2 - - 2In2 — - |
2+ 4 4

Opcion B - Ejercicio 2
La segunda derivada vale 3, asi que integramos dos veces. La tangente en z = 1 tiene pendiente 5 y pasa
por (1,2),yaque 5(1) —y—3=0day = 2:

fl(x) =3z +C, ff()y=6=C=2,

flz) = ng + 2z + D,

f(l):2:>D:—%.

Por tanto,

f(z)

3
="ty 20— |
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Opcidn B - Ejercicio 3

La matriz de coeficientes y la ampliada son

m 1 -1 m 1 1|1
A=|1 —-m 1], A* = 1 -m 1 |4
1 1 m 1 1 m | m

Su determinante es det A = —m(m? + 3). Si m # 0, es distinto de cero, por lo que rg(A) = rg(A*) = 3: por
Rouché-Frobenius hay una Unica solucion (SCD). Resolviendo el sistema se obtiene

2m? +3m+5  3m?2—2m+5 (m—1)(m?+m+5)
(2,y,2) = :

mm2+3) ° m(m2+3) m(m? + 3)
Si m = 0, la matriz de coeficientes tiene rango 2. Restar la segunda ecuacion de la tercerada y — z = —4,
mientras que la primera ecuacién exige y — z = 1; el sistema es incompatible. En este caso rg(4) = 2y

rg(4*) = 3, luego es Sl. Geométricamente, para m = 0 los planos se cortan dos a dos en rectas paralelas
distintas, sin punto comun; para m # 0 concurren en el punto solucion. Opcién B - Ejercicio 4

La recta es la interseccion de los planos de normales n; = (3,2,0) y no = (3,0,1). Su vector director se
obtiene con el producto vectorial:

d=mny xny=(2,-3,-6), |ld|=vA+9+36="T.

Los puntos de la recta a distancia 7 del origen son +7d/||d||, es decir, | (2,—3,—6) y (—2,3,6) ‘ Para el plano
perpendicular a la recta, usamos d como vector normal y exigimos que pase por P(1,2,—1):

20 —-1)-3(y-2)—6(+1)=0 — [2r—3y—62—-2=0]
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