Matematicas II Julio 2022

ax+y=1
Problema 1. Dado el sistema de ecuaciones < x4 z =1
x+ay+(a—-1)z=a

a) Discutir el sistema en funcion del pardmetro real a. (5 puntos)
b) Encontrar todas las soluciones del sistema cuando este sea compatible. (5 puntos)

Solucion:
a)
a 1 011
La matriz ampliada de este sistema es: A=|1 0 1 i 1
1l a a-1 i a

A es una matriz 3x3, por tanto el mdximo rango de A es 3.
A’ es una matriz 3x4, por tanto el mdximo rango de A es 3.
Empezamos estudiando el rango de A

a I 0
1 0 1|=1-d-a+l=-a’-a+2
1l a a-1
1+3_
—a’—a+2=0; a:_(_])i\/(_l)2_4'(_])‘2:]i3: -2
’ 2-(=1) 2 \1-3_,
-2
Siaz-2y1

/A /7—‘0 — ran(A) = 3, y como el mdximo rango de A" es 3 — ran(A) = ran(A°) = 3 = n’ incognitas,
por lo que el sistema es compatible y determinado.

Sia=-2
-2 I 0 1

A=l 1 o0 1! 1

] -2 —31-2
Sabemos que /A / = 0, estudiemos el rango de A,
=1%0
EnA, |1 0 — ran(A)=2
‘0 ‘ Z1%0
1 0 1
En A, 0 1 [=-2+42+43=3#0 — ran(A)=3
-2 -3 =2

Por lo tanto, ran(A) = 2 #3 = ran(A”), luego el sistema es incompatible.

Si a=1
1 1 011
A=l1 0 1 i 1
11011
Sabemos que /A / = 0, estudiemos el rango de A,
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=1%0
EnA, |1 0 — ran(A)=2
#0

0 1
10 1

En A0 1 I|={F =F,}=0 — ran(A)=2
10 1

Por lo tanto, ran(A) = 2 = ran(A”), luego el sistema es compatible indeterminado.

Por tanto, si a # -2y 1, el sistema es compatible determinado;
si a =-2, el sistema es incompatible;
si a =1, el sistema es compatible indeterminado.

b) El sistema es compatible en dos casos. Obtengamos la solucion en cada caso.
Siaz-2y 1, S C. D.

a 1 0,1
La matriz ampliada de este sistema es: A'=|1 0 ]i 1
1 a a—]ia
a 1 0
|A|= 1 0 1 |=—d’—a+2 (calculado anteriormente y como las raices de este polinomio son 1y — 2)
1 a a-1
=—(a-1)(a+2)
Resolviendo por Cramer,
1 1 0
1 0 1
x:a a a—1:a—a—a+]: —a+1 A —(a-1) _ 1
—-a’—a+2 -d'-a+2 -a*-a+2 —-(a-D(a+2) a+2
a I 0
1 1 1
1 a a-1 d-a+l-a*-a+1 -2a+2 —2(a-1) 2
YT i —av2 | —d-a+2  —d-a+2 —(a-D@+2) a+2
a 1 1
1 0 1
= I a a _a+1—a2—a_ 1-a° _ {U-a)U+a) :(]—a)(]+a):a+]

—d—a+2 -d*-a+2 -d-a+2 —(a-D@+2) (I-a)a+2) a+2

Sia#-2y I lasoluciones: <y =
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Sia=1, §.C 1L
El sistema a sistema a resolver es el correspondiente a las ecuaciones e incognitas del menor de orden 2 no
nulo calculado en el apartado a). Es decir, el formado por la 1* y 2° ecuaciones y como incognitas
principales y z.
x=A

+y=1 =]—
o > ¢ Y Solucion y=1-1 AeR
x+z=1 z=1—x
z=1-1
x=A
Si a =1 lasolucion es: y=I1-4 AeR

z=1-1
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Matematicas II Julio 2022

Problema 2. Dada la matriz A = a+b ! :
0 a—>b

1 -1
a) Calcular los valores de los pardmetros a y b para que se cumpla. A~ :(0 ; ]
(4 puntos)
b) Para los valores @ y b obtenidos en el apartado anterior, calcular A® y A*. (3 puntos)

¢) Calcular det (A”°) cuando a’—b> #0 (3 puntos)

Solucion:
a) Para que exista A7 /Al #0
a+b 1
|A| = =a’-b*#0 — 3TJA' cuando a’ #b’

0 a—b
Calculemos A'I,

a+b Ji menores a—>b 0 adjuntos a—>b 0 traspuesta a—>b -]
A= — — —
0 a-b I a+b -1 a+b 0 a+b

a—>b —
YA_]_] a-b -1} 1 a-b -1\ | 2_p2 2_p?
AL 0 a+b) - 0 a+b) | a+b |’
a’—b’
a—>b 4 a—-b —1
2 2 2 2 — 2_p2
2 42 _ -l | a?=b* @’ -b* |_| (a+D)(a-Db) a —b _
como a-b°=(a+b)(a-b): A ) a+b ) a+b
a’ —b’ (a+b)(a—b)
1 —
B b 2 12
simplificando; A 1| N ]b
0
(a—Db)
I —
! ~1 (a+b) a+b=1
(a+b) a’-b’ I =1 ~1
Debe cumplirse que ] = 0 I - PERY =-1 — ja’ _bbj]:]
(a—b) 1, 4o
(a—Db)

Resolvamos el sistema formado por la primera y tercera ecuaciones, después comprobaremos que la
solucion cumple la segunda ecuacion.

+b=1
{a be 1 sumando ambas ecuaciones, 2a =2, a=1. Sustituyendoenlal’ 1+b=1 b=0
a—b=

Como I’ = 07 = 1, cumple la segunda ecuacion. Y ademds 1 2 _0°%0
La solucion del sistemaes a=1 7y b=0.
Solucion: los valores de los pardmetros pedidos son a=1 y b=0.
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b)Para a=1y b=0, calcular A’ y A,

Para a=1y b=0, A= atb I - 11
0 a-b 0 1

ey 1o -0 )

Ag_AZA_lz 11
B o 1)\o 1

; 1 3 y 1 4
Solucio’n:A:0 ] Yy A:0 ]

c) Calcular det (A'SO) cuando a* —b* #0
Como a* — b* #0, segiin obtuvimos en el apartado a), FA7
1

Considerando las propiedades de los determinantes: det (A . B) = det (A) . det (B) y det(A”)= det(A)
e

A=) 5 de(a)=ael(a®))- det(]A50) ) [det(IA)]” % —Ibz )

Solucién: det(A_So ) = W
a’ -
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Matematicas II Julio 2022

Problema 3. Dados los puntos A=(2,0,0) y B=(0,1,0), y larecta
x—1 y-1

2 3
a) Hallar la ecuacion de la recta r que pasa por los puntos A 'y B. (2 puntos)

b) Determinar la ecuacion implicita del plano que contiene a la recta s y es paralelo a la

recta r. (4 puntos)
c) Calcular la distancia del punto A alarecta s. (4 puntos)

Solucion:
a) ;r? / r eslarecta que pasa por Ay B.
punto A(2,0,0) _2
De la recta r conocemos S S Ik A
vector director v, = AB=(-2,1,0) -2 I 0
La ecuacion de la recta r como interseccion de dos planos:
x=2_y
-2 ] x—-2==-2y x+2y=2
- -
x=2_z 0=-2z z=0
-2 0

x+2y=2

Solucion: T
olucion {Z=0

b) ;Planox?/ scxn y xllr

x—1 y-1

2 3
Para obtener la ecuacion del plano necesitamos un punto y dos vectores directores de él.

Punto, como s cnw — P;e 7 — Py(1,1,0)

S

- o
) scrx—-u=v, =231
Vectores directores,

zlr—=v=v (-2,10)

La ecuacion del plano 7 la obtenemos calculando:

2 3
-2 1

2 1

x—1 y—1 z—0
Y 3
] 2 0

2 3 1 |=0 — (x—])‘ é‘—(y—])‘
-2 1 0

x=D(D—-(y—D2+z8=0
—x+1-2y+2+48z=0 — —-x-2y+8z+3=0 — x+2y—-8z-3=0

+z ‘ZO -

Solucion: la ecuacion delplano 7 es x+2y—-8z-3=0.
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c)/d(A,s)?

P\(1,1,0
A(200) y ¢ x=1_y=1_ | ;(”)
2 3 v.(2,3.1)
AP xv,
d(A,s)="—
vS
AP =(-11,0)
i ;
aPxv=-1 1 o=i" Y-l kT sk c3-2) = i+ -5k =(11-5)
Xy, =|— =1 - =i-1-j(= (3-2)=i+j-5k=U1—-
XV, P | P 3 J J
2 3 1
AP xv |=+/I + > +(=5)* =27
v|=V22+3+ 17 =14
Finalmente, d (A, s)= N27 L 138873..
V14
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Matematicas II Julio 2022

Problema 4. Dados los puntos A=(2,1,-2) y B=(3,2,3), yelplano 7z definido por

2x+2y+z=23, obtener:
a) El punto de corte C entre el plano m y la recta perpendicular a m que pasa por B.

(5 puntos)
b) El area del tridngulo cuyos vértices son A, By C . (5 puntos)

Solucion:

a) Llamando r a la recta perpendicular a 7w que pasa por B. Obtengamos la ecuacion de .

punto  B(3,2,3) x=3+24
De la recta r conocemos N = riiy=2+424 AeR
vector director, r1lmw — v =n,= (2,2,]) =344

Sustituyendo los valores de x, y, zde r en la ecuacion del plano 7,
2(3+2A)+2(2+2A)+3+A =3 64+4A+4+4A+3+A1 =3 9A+13=3; 9A=-10;

,1:__]0
9
El punto C lo obtendremos sustituyendo este valor de A en la ecuacion de r:
x=34+2210_7
9 9
y:2+2_10:__2 - C= Z,__2]_7
9 9 9 9 9
Z:3+__]0:£
9 9
Solucién: C = 7 =217
olucion: 9’9 9

b) Area del tridngulo de vértices A, By C.
ABXBC

El drea de este tridngulo la calculamos mediante la formula A, =é

AB=(1,15), BC:(g_g,__Z_z’ﬂ_j,j:[—ZO,—20,_]0’ j

9 9 97 979
i j k i j k
> o -10 —10(=>|1 5 |1 5 > 1
ABXBC=| 1 1 5 |=—201 1 5|l=——]i —j +k =
_20 —20 —TJ0 9 9 2 1 P12 2
2 2 1
| 9 9 9

=_Tf0(—9i+9jj=10i—10j:(10,—10,0)

ABXBC|=110° +(-10y +0° =102; A, =510\/§ =5v2 ua.=70711 ua.

El drea del triangulo pedida es 572 wa.
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Matematicas II Julio 2022

Problema 3.
a) Calcular indicando todos los pasos, la siguiente integral indefinida: (5 puntos)

18
[ B
x°=5x—-14
) ., ' 18
b) Determinar, en funcién de ¢, el valor J —————dx. (2 puntos)
8$x°—=5x—14
¢ 18 25

¢) Determinar el valor de  mayor que 8 para que J. dx seaigual a 1n7.

8x?—5x—14

(2 puntos)

Solucion:

a) Para calcular la integral definida dada, obtengamos las raices del denominador del integrando:
5+
X, = —9 =7

(=5 £\(=57 —4.1.(-14) 5+9 2
- 2.1 2\ _5-9

X =5x-14=0 —

Descomponemos el integrando de la siguiente forma:
18 18 A N B  A(x+2)+B(x-7)

> = = = 18=A(x+2)+B(x-7)
x*=5x—-14 (x-7)(x+2) x-7 x+2 (x=7)(x+2)

Para x=-2 — 18=A(-2+2)+B(-2-7); 18=-9B; B=-2
Para x=7 — 18=AU+2)+B(7-7); 18=9A; A=2

Por lo que :
J.zde:J.( 22 )dx:j 4 dx— | 2 dx=2 Ln|x~7|-2 Lnfx+ 2|+ C
x"=5x—-14 x=7 x+2 S x+2

18

Solucion: jmd.x:Z Ln‘x—7‘ -2 Ln‘x+2‘ +C

' 18
b sz —5x—14
Hemos calculado la integral indefinida en el apartado anterior, por lo tanto:
' 18
Lmdx =[2 Lnjx—7]-2 Lalx+ 2|}, = (2 Lnft ~7|~ 2 Lnft + 2))- (2 Ln|$~7|- 2 Ln|8+ 2])=
=2 Ln|t=7|=2 Lnft+ 2| -2 Ln|l|+ 2 Ln|10|=2 Ln|t—=7|- 2 Ln|t + 2|+ 2 Ln 10

dx.

1 18
ine | ———dx=21Lnlt-7|-2Lnlt+2/+2 Ln 10
Solucion: -[8x2—5x—]4 ‘ ‘ ‘ ‘
¢)it?/t>8 y I;—xz_éi_mdx:m_zj

A partir del resultado obtenido en el apartado anterior, la ecuacion a resolver es:

2 Ln|t — 7| -2 Ln|t + 2| +2Lnl0=Ln %, aplicando propiedades de los logaritmos:
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25

Ln(z—7)2—Ln(z+2)2+anoZ:Ln7
2
Ln (t_7)2+Ln]00:Ln£
(t+2) 4
2 2
Lo =7V 100 100 _1n 2 (t=7)"-100 100 _25 400 (t—7Y =25 (t +2)
(t+2) 4 (t+2)
16 (=77 =(t+2; 16 (7 —14t+49)=1> +4t+4; 161> — 224t +784 =1’ + 4t +4
228472
—(=228) ++/(-228)* — + Y
ISP 208047800 > f (—228)%/(-228)’ ~4.15.720 _ 228%72 _ 30
2.15 30 228-72 26
tZZT:—:52<8

Por tanto, solucion t = 10.

Clases de preparacion para PAU, PCE, Selectividad +25 online, grupos reducidos, horarios flexibles.
Academia ONLINE de Mateméticas, Fisica 'y Quimica tuprofealrescate.com



Matematicas II Julio 2022

Problema 6. Considerar la funcién £ (y) = ¢~* para los valores positivos de x. Por cada

punto M = ( x, f(x) ) de la grafica de f se trazan dos rectas paralelas a los ejes coordenados, OX
y OY. Estas dos rectas, junto con los ejes de coordenadas, definen un rectangulo.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Determinar el drea del rectdngulo en funcién de x. (3 puntos)

b) Encontrar el punto M que proporciona mayor drea y calcular esta area. (7 puntos)

Solucion:
Grdficamente el problema es:

2

1 f(z)=e""

Mz, f(z))

1

a) Area del rectdngulo en funcion de x
El rectangulo definido tiene de base x y de altura f(x) = e

.2
Su dreaes: Ag(x)=xe* x>0

b) ;M?/Ag sea mdxima
A (x)=x e
A ()= +xe (=2x)=e " (1-25)

42 . .,
e " =0 sin solucion

A, (=0 — e (1-2x")=0 ; P
(1-2x")=0>2x" =15 % AN )
2 2
., 2 7
Como x>0, solucion x= 7 = 07071 ...
Debemos estudiar el signo de Ay (x) en los intervalos:
+ + x| AL
0 vz 05 | e (1-2-052)=038..>0
2 2
1 |e”(1-2-1)=-0367..<0
+ + + — El mdximo relativo se alcanza en x = 72 que es el
0
g absoluto porque a su izquierda la funcion es

creciente y a su derecha decreciente.
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Calculemos el punto M,

V2 1 V2

Solucion: el punto M que proporciona mayor drea es s esta drea mide —_— u.d.
p que prop y 2 \/z y 2 \/z
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