Matemiticas II Septiembre 2009

1 2 a-2
Problema 1.1. Dada la matriz A(a) =| 4 3 2 |, sepide:
o a -6

a) Calcular, en funcién de o, el determinante de la matriz A(a), escribiendo los célculos
necesarios. (1,3 puntos).

b) Determinar, razonadamente, los nimeros reales o para los que el determinante de la
matriz inversa de A(a) es igual a 1/66. (2 puntos).

Solucion:
a) Calculamos el determinante de la matriz por Sarrus,
1 2 a-2
A(@)|=|4 3 2 |=-18+4a’ -8a+4a-3a’ +6a—2a+48=a’ +30
o o -6

b) De lo obtenido anteriormente, sabemos que el determinante de la matriz A(a) es distinto de cero (para
cualquier valor de a, o’ +30 £0)
Como el determinante de A(a) es distinto de cero, existe la inversa de la matriz A(a). Y ademds sabemos
que,
11
|A(er)| @ +30

- L S a2 +30=66 — a’=36 — a=+J36 — a=16
a +30 66

@

buscamos o /

Solucion: o, =-6 6 a,=6
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x+y+z=0
Problema 1.2. Dado el sistema de ecuaciones lineales {2x+3 y+4z=0 , se pide:
Sx+7y+az=0

a) Deducir, razonadamente, para qué valores de o el sistema s6lo admite la solucién
(x,y,2) =(0,0,0). (1,5 puntos).

b) Resolver, razonadamente, el sistema para el valor de a que lo hace indeterminado.
(1,8 puntos).

Solucion:
Estudiemos el sistema.
Llamando A a la matriz de coeficientes y A~ a la matriz ampliada,

1 1 1 1 1 1,0

|

A=(2 3 4| y A=|2 3 4,0
57 «a 5 7 aiO

Como el sistema es homogéneo, sabemos que es compatible ( rang(A) = rang(A”) ).
Estudiemos el mdximo rango posible de A,

111
[A=2 3 4|=3a+14+20-15-28-2a=—9
57

a-9=0 — a=9
Para a+9, ‘A‘ #0 luego rang(A)=3=n°deincognitas — Sistema Compatible Determinado
como el sistema es homogéneo la solucion es la trivial, x=y=27z=10

Para a =9, estudiemos la matriz A resultante. Para este valor de a. sabemos que |A| =0, luego rang(A) <2

1 1 1
A=|2 3 4
579
Busquemos un menor de orden dos no nulo, por ejemplo,
1 1
5 3 =3-2=1#¥0 — rang(A)=2

luego rang(A) = 2 < 3 = n°de incognitas — Sistema Compatible Indeterminado.

De lo estudiado anteriormente, las respuestas a cada uno de los apartados serd:

a) El sistema solo admite la solucion (x,y,z)=(0, 0, 0) (solucion trivial) para o. # 9

b) El valor de a. que hace al sistema indeterminado es a =9
Para este valor de a la solucion serd:
Utilizamos las ecuaciones e incognitas correspondientes al menor de orden 2 no nulo, es decir,
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xXty=-z .,
Resolviéndolo por Cramer,

2x+3y=-4z
-z 1
xz‘—4z 3=—3z+4z=
1 1 1
:
I -z
y=‘2 —4Z=—4z+2z=_2Z
1 1 1
2 3
Por tanto, para a = 9 la solucion del sistema es:
x=A
y=-24 AeR
z=4
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Problema 2.1. Dados los puntos P=(3,-1,4) y O =(1,0,- 1), y el plano © de ecuacion m:

x—2y+2z+5=0,se pide calcular razonadamente:
a) La ecuacion de la recta r que pasa por el punto P y es perpendicular al plano m. (7,4

puntos).
b) La ecuacion de los planos que pasan por el punto P y son perpendiculares al plano m. (/

punto).
c) La ecuacion del plano ©' que pasa por los puntos Py Q y es perpendicular al plano «. (0,9

puntos).

Solucion:

a) Recta r: pasa por Py es Lanx
- -

El vector director de la recta, Vr, serd el vector ortogonal al plano m, "'z,

Por lo tanto, de la recta r conocemos,
{Punto P(3,~1,4)

y n, = (15_292) .

vector director \Z =(1,-2,2)
Las ecuaciones de la recta r seran:
Ecuacion vectorial (x,y,2)=(3,-1,4)+ A(1,-2,2) AeR
x=3+/1
y=—-1-24 Ae®R
z=4+21

Ecuacion paramétrica

Ecuacion continua x-3_y+l_z-4
1 -2 2

b) Los planos que pasan por P y son perpendiculares al plano m contienen la recta v del apartado anterior.
Por lo tanto las ecuaciones pedidas podemos obtenerlas a partir de la ecuacion de la recta r dada como

interseccion de dos planos.
De la ecuacion continua de r :

x—-3 y+l1
] =2 —2x+6=y+1 —2x—-y+6-1=0 -2x—y+5=0 2x+y+5=0
- - - -
x-3 z—4 2x-6=z—-4 2x-=z-6+4=0 2x=z-2=0 2x-z-2=0
1 2

El haz de planos que contienen a la recta v sera: A (2x+y—-5)+u(2x—-z—-2)=0 yestaesla

ecuacion de los planos pedidos.
¢) Ecuacion del plano ©' que pasa por los puntos Py Q y es perpendicular al plano .

N
Como 7'lx — n, esunvectordirector de &’

—

Como PyQen — PQ es otro vector director de 7’

n,=1,-22) y PO=(1,0,-1)-(3,-1,4)=(-2,1,-5)
Elegimos como punto del plano 7', por ejemplo, P( 3, — 1, 4 ). La ecuacion del plano ©' sera:
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x=3 y+1 z-4

1 -2 2 |=0 Desarrollando por la primera fila,

-2 1 -5

(x—3)“2 2‘—(y+1)‘1 :
1 -5 -2 -5

(x=3)10-2)—(y+1)(-5+4)+(z—4)(1-4)=0

(x=3)8=(y+D(=D+(z-4(=3)=0

8x—24+y+1-3z+12=0

8x+y-3z-11=0
Luego, la ecuacion del plano ©': 8x +y—-3z—11 =10

+(z—4) =2,
z — =
—2 1
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Problema 2.2. Sea = el plano de ecuacion n: 3 x + 2y + 4 z — 12 = 0, se pide calcular
razonadamente:
a) Las ecuaciones de los dos planos paralelos a w que distan 5 unidades de n. (1,2 puntos).
b) Los tres puntos A, B y C, interseccion del plano m con cada uno de los tres ejes
coordenados. (0,6 puntos).
c) Los tres dngulos del tridngulo ABC. (1,5 puntos).

Solucion:
a) Ecuaciones de los planos paralelos a © que distan 5 unidades de .
Los planos paralelos a © tienen por ecuacion, t”: 3x+ 2y +4z+ D = 0.
Como estos dos planos son paralelos, la distancia entre ellos la calculamos de la siguiente forma:
d(z,n’)=d(P,,x’), siendo P, un punto cualquiera del plano 7.
P, podemos obtenerlo para x =y = 0, en la ecuacion del plano n, luego: 4 x — 12 =0 — z=3 —
— P,(0,0,3)
~ [30+20+43+D| [12+D| [12+D|

d(P s T ) = = =

g V32427 442 Jota+16 29

24D _s ., 124D=5J29 — D=-12+5J29
|12+D|:5 R V29

J29 12+D:_5 - 124D=-5J29 — D=-12-529
V29

y debe ser

Finalmente, las ecuaciones de los planos pedidos son:

T 3x+2y+4z-1245J29=0 A 7, :3x+2y+4z-12-5v29=0

b) Los tres puntos A, By C, interseccion del plano &t con cada uno de los tres ejes coordenados.
A, corte del plano © con eje X

3x+2y+4z-12=0

y=0 — 3x-12=0 — x=4 — A(4,0,0)
z=0

B, corte del plano © con eje Y
3x+2y+4z-12=0

x=0 — 2y-12=0 —» y=4 — B(0,6,0)
z=0

C, corte del plano & con eje Z
3x+2y+4z-12=0

x=0 — 4z-12=0 — z=3 — C(0,03)
y=0

c) Los tres dngulos del tridngulo ABC.
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A

A= (A_)B , Aﬁcj
AB = (0.6.0)— (4.0.0) = (—4.6.0)

AC=(0,0,3)-(4,0,0) =(—4,0,3)

§ cos A = AB-Ac _ |(—4.6.0).(-4.0.3) _
ABIlAC] NED+62 407 (=) +07 + 3
c 76| 16 16

T J16436+16+9 52425 5452

A =636560°

A

B= (BA : BCJ
BA = (4,-6,0) (es el opuesto del AB calculado anteriormentej

BC = (0,0,3) — (0,6,0) = (0,~6,3)

(4,6,0).(0,-6,3) ~ 36| algit
4 +(=6)' +02,J0 +(=6)2 +3°  V16+36436+9 52445
B =419088°
Finalmente, C =180°-A— B =74°4352°

cos B =—=
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Problema 3.1. Se consideran las funciones reales f(x)=2x"+12x-6 y
gx)=(x-2)( x*+9). Se pide obtener razonadamente:

f(x)
g(x)

a) Las ecuaciones de las asintotas a la gréfica de la funcion (1,6 puntos).

b) Lafuncion H(x)= I Sx ; dx que cumple H(3)= z (1,7 puntos).
3

Solucion:

f(x)

a) Las ecuaciones de las asintotas a la grdfica de la funcion

g(x)
_f(x) _ 27 +12x-6 2x> +12x-6
g(x) (-2’ +9) x —2x" +9x-18
Asintota horizontal,
2 _ oo 2
Iim 32x +212x 6 :(+ j: Iim 2%: i 2_0
xo-e x” —2x"4+9x—18 — oo x> - x x> =y ) )
) , — y=0 esla asintota horizontal
) 2x"+12x—-6 + oo . 2x L2
lim = = lim —-= lim —=0
xore = 2x7 +9x—18 \+o0) xowe x7  wowex

Asintotas verticales,
Calculemos las raices del denominador,
5 x=2=0 — x=2
x-2>+9)=0 (°, \ o
x"+9=0 —> x"=-9 sinraices reales
Por lo que la posible asintota vertical serd la recta x = 2, comprobemos si lo es calculando el limite
siguiente,

2x*+12x-6 2.2°+12.2-6 26

m = = — =0

=2 (x-2)2+9)  2-2)R*+9) 0
Por lo tanto x =2 es la asintota vertical.

Asintota oblicua,
2x* +12x -6
2 2

lim X =2x +9x=18 _ 5, 2 +12x=6 :(—j=lim2i4=lfm%=o

Xy X some xt = 2% +9x7 —18x  \oo) o x X x
y obtendriamos el mismo resultado al calcular el limite cuando x — +oo; por lo tanto no hay asintota
oblicua.

b)
H(x)= jf() / H(3)=§.
H=| (2;‘ ;)m 6) dx =

Descomponemos el integrando,
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2 +12x-6 A +Bx+C_A(x2+9)+(Bx+C)(x—2)
(x—2)(x2+9) x—=2 x*49 (x—2)(x2+9)
luego, 2x*+12x—-6= A(x2 +9)+ (Bx+C)(x-2)

Calculamos los valores de A, By C dando valores a x:

x=2 — 26=13A — A=2
x=0 —- -6=2.9+C(-2) —- -6=18-2C — 2C=18+6 — 2C=24 —» C=12

x=1 — 8=10A- B - C, sustituyendo los valores obtenidos de A y C,
8§=10.2-B-12 - 8=8-B — B=0

Por lo tanto,

2x* +12x—-6 2 Ox+12 2 12
2 = + 2 = + 2
(x—2)(x +9) x=2 x*+9 x-2 x°+9
12 :

2x° +12x— 6 2
= dx = dx + dx=
y H= -[(x Z)x +9 J(x 2 X +9j g J‘x—Z § jx2+9 gy

calculamos cada integral por separado

j 2 dx = 2Ln|x—2|
2

.
1 4 1

[2-a _zzj pdv=12[~ 2 S-de=12] S dx=12[—2—
x°+9 9+ x? X X
R L

5 9 (3

1
=12 J%dx=4arctg§

;2Ln‘x — 2‘ +4arctg g +C

Calculemos el valor de C para que se cumpla la condicion exigida,

T
HQB3) ==
3) 3

HQ3)=2Ln]3-2+ 4arctg(§] +C
-2

§=2Ln1+4arctgl+C BN z=2.0+4%+c BN gzmc BN ng—ﬂ'zT

Finalmente, la funcion pedida es:
27
H(x)= 2Ln‘x — 2‘ +4 arctg (gj — 3
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Problema 3.2. Dada la funcidn real f(x) :1—2 , se pide calcular razonadamente:
+X

a) Las derivadas primera y segunda de la funcién f (x). (0,8 puntos).
b) Los puntos de inflexién de la curva 'y = f (x). (I punto).
c) La pendiente mdxima de las rectas tangentes a la curva 'y = f (x) . (1,5 puntos).

Solucion:
a)fix) y f(x)
fly=r—n =20
(1+x )2 (]+x )2

=10 (1+x°) —(=16x) 2 (1+ x*) 2x _(Simplificando emreJ =16 (1+x°)-(-16x)2 2x _
(7+x*) (I+x%) (7+x2)
_—16-16x"+64x> 48x*—16 _ 16(3x* - 1)

- (]+x2)] - (]+x2)3 - (]+x2)]

b) Puntos de inflexion de y = f(x).
y= 8
1+x°
Veamos el dominio de esta funcion, 1 + = 0; x°=-—1; sin soluciones reales, luego Domy = R
Para calcular los puntos de inflexion estudiemos el signo de y””

2

,  16(3x* -1
Del apartado anterior sabemos que y = M
(1 +x° )3
Busquemos las raices del numerador y denominador,
16(3X°-1)=0; 3x°-1=0; 3x°=1; ¥=1/3; x=+ 1 :J_rizi_3
3 3 3

(1+ X )3 =0; 1+x° =0; sinsoluciones reales (visto anteriormente)

| |

Representando las soluciones obtenidas en la recta real: l l
B B

3 3

En y” el denominador es (1 + ), pero 1 + X siempre es positivo, luego ( 1 + x* ) también, por lo que

el signo de y”~ solo depende del numerador.

El numerador es 16 ( 3 x* — 1 ), como 16 es positivo solo debemos estudiar el signo de 3 X -1, que

grdficamente es una pardbola con coeficiente de x° positivo.

El signode y~~ es:

B3
3

43
E)

Para los valores de x en que cambia de signo la segunda derivada hay punto de inflexion. Por lo que hay
dos puntos de inflexion,
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Para x=—— — y= > = 3:E:E_
4] T3 I 9
3
Para )c—\/g - y= 8 8 8.7
= — = 5 —_———— =
3 [ 3 1 3 12 12
ey 9

Los puntos de inflexion son (% , 6) y (— , 6)

c) La pendiente mdxima de las rectas tangentes a y = f(x).
La pendiente de las rectas tangentes a y = f(x) es [f(x), buscamos el mdximo de f1(x).
Para ello debemos estudiar el signo de f”(x), realizado en el apartado anterior

SN\ N-

45 5

3 3

El mdximo relativo se alcanza en

_ 16(—;5} 1683 163 1643

3 __ 3 __ 3

2\ 3) 4 12\ Z7E
1+(_;/§J (1 +9j (9) 81
81.16 N3 473" 3
144 .3 4° 37 3

Veamos si este mdximo relativo es el absoluto. Para ello vamos a representar grdficamente la funcion

g = () =(_ﬂ

1+x2)2

3 3

)

Dom g(x) =R

(1+ ¥ )2 =0;, [+ ¥ = 0; sin soluciones reales
Puntos de corte con los ejes coordenados

x=0 — y=0

y=0 — ﬂzo 5 —16x=0 — x=0 (0,0) 1iinico punto de corte

(1 + xz)2
Asintotas

Asintota vertical, como el domino de la funcion es R, no hay

Asintota horizontal,
lim L@‘z:[ij: lim 0% _ i ~10

Y—=-e ] 4 2 ) x——oo )C4 X ——oo )C3
( x ) Luego y = 0 es la asintota horizontal
3 —16x oo . —16x . —16
lim ————=|—|= lim ——= lim —-=0
X —>+oo (1+x2) [o%e) x>+ x X >ty

Asintota oblicua,
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Como g(x) es un cociente de dos polinomios, para que tenga asintota oblicua debe cumplirse que
grd(niim) — grd(deno) = 1, pero lo que ocurre es que 1 —4 = -3 # 1
No hay asintota oblicua

Monotonia
Debemos estudiar el signo de g (x) = f"(x). Este estudio ya lo hemos realizado en el apartado anterior
y el resultado fue

+/\ \ = /+ g(x) es creciente en [—oo,_—fJU(gﬁ.ooJ

5 5 -3 3

3 3 g(x) es decreciente en (T , ?J

Luegoen x= T\/E hay un mdximo [_—f .33 J

yen x=73 hay un minimo (?,—3&}

La representacion serd

Por lo que el mdximo relativo es el absoluto.

Finalmente, la pendiente mdxima es 3 \/g
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Problema 4.1. A las 7 de la manana, una lancha A esta situada a 150 km al este de otra lancha
B. La lancha A navega hacia el oeste a una velocidad constante de 40 km/h y la lancha B se
dirige hacia el norte a 30 km/h. Si se mantienen estos rumbos, averiguar razonadamente a qué
hora estaran ambas lanchas a distancia minima. (3,3 puntos).

Solucion:
Grdficamente, el problema podemos resumirlo en,
30 Km/h 40 Km/h
T o
B 150 Km A

Llamamos x = tiempo transcurrido
Situamos el origen de coordenadas en el punto B, de forma que inicialmente —a las 7 de la mafiana- la
lancha B estd en (0,0) y la A en (150,0).
Al cabo de x horas,
la lancha B habrd recorrido 30 x km Yy estard en el punto (0, 30 x )
la lancha A habrd recorrido 40 x km y estard en el punto ( 150 -40x, 0 )
La distancia entre ellas serd:

d(AB)=d((0,30x),(150-40x,0)) =" [[0—(150-40x)F +(30x—0)* =/(40x—150)" + (30x)" =
= 1600x% — 12000 + 22500 + 900x° =+/2500x" — 12000x + 22500 =+/100(25x> — 120x+ 225) =

= JO25x —120x+225
50x—120 s S0x-120

225x7 —120x+225  25x° —120x+225
Buscamos el minimo de d, estudiemos el signo de d".
Primero obtengamos el dominio de la funcion d.

25x* —120x+225=0

re —(—]20)i\/(—120)2 —4.25.225 120 ++/14400 — 22500 _
2.25 50

_120+£~/-8100
50
Como el coeficiente de x* es 25>0, 25 x* — 120 x + 225 > 0 para todos los reales.

Y teniendo en cuenta la definicion de la funcion d, mide la distancia entre dos puntos,
Domd=[0, +x)

d =10

No tiene soluciones reales

Veamos, ahora, el signo de d’,

En d’ el denominador, segiin lo obtenido anteriormente, es siempre positivo, por lo tanto el signo de d” solo
depende del numerador. Vedmoslo
50x—-120=0; 50x=120; x=120/50=274

\I y=50x-120 /
—— / .
0] /z 4

Por lo tanto en x = 24 hay un minimo relativo que ademds es el absoluto puesto que la funcion a la
izquierda de 2°4 es decreciente y a la derecha creciente.

24h=2h 24 min

Por tanto: ambas lanchas estardn a distancia minima a las 9h 24min.
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Problema 4.2. Una lamina metdlica rectangular se dilata uniformemente por calentamiento,
aumentando su base y su altura 0,2 mm por minuto. Averiguar la velocidad de crecimiento de la
diagonal de dicha ldmina cuando la base y la altura de la ldmina miden, respectivamente,

8y 6 cm. (3,3 puntos).

Solucion:
Grdficamente, el problema podemos resumirlo en,
6 cm
' i d(t)
60+0°2+¢t
| Al cabo de t minutos
60 mm
8 cm = 80 mm
80+0°2+t

d(1) = (60+072t) +(80+0°2t)> =+/3600 + 24t + 0°041* + 6400 + 32t + 004> =

10000+ 561 +008> >0
56 +0°16¢

2310000 + 561 + 0087
La velocidad de crecimiento de la diagonal es v(t) = d (t)
Como la dilatacion es uniforme, v no varia con el tiempo; por lo tanto calculamos el valor de v

calculando, por ejemplo, v(0) = d(0). Es decir
56+016.0 56 56
2,/10000+56.0+008.0> 2v10000 2.100

Finalmente, la velocidad de crecimiento de la diagonal es de 028 mm/min.

d' ()=

0728

v=d'(0)=
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