Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il - PAU

Septiembre de 2007 - Convocatoria extraordinaria

Resolucion razonada de los cuatro problemas de cada ejercicio. En el examen se eligen tres problemas de un ejercicio; aqui se desarrollan todos.
Ejercicio A

Problema 1- Mezcla de complementos

Sean z los gramos del complemento A e y los del B. Igualamos la cantidad de cada nutriente con la dosis
necesaria:

2z +2y =12 (riboflavina), 3z +y =16 (hierro), 2z + 4y =14 (carbohidratos).

Las ecuaciones primera y terceradan z +y =6y x + 2y = 7. Restdndolas, y = 1y z = 5. La ecuacién del
hierro se cumple porque 3(5) + 1 = 16.

’Se necesitan 5 g del complemento Ay 1g del complemento B. ‘

Problema 2 - Regidn factible y extremos
Las restricciones son

3r4y<12, x—2y> -3, yzg—z, 22 + 3y > 1.

Despejando y, las dos primeras son cotas superiores y las dos ultimas cotas inferiores. Al intersectar las
rectas frontera y conservar los puntos que satisfacen las cuatro desigualdades, los vértices factibles son
(-1,1), (3,3), (4,0) y (2,—1). Por ejemplo, (—1,1) procede de las fronteras z — 2y = -3y 2z + 3y = 1; (4,0), de
Jx+y=12yy=x/2—2.
(x,y) ‘ (_171) (3’3) (4’0) (27_1)
f=3z—-2y| -5 3 12 8

]fmm =-5en(=1,1),  frax=12en (4,0). \
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Problema 3 - Continuidad, extremos y drea

La funcién por tramos es continua en el interior de cada tramo; comprobamos los puntos de unién z =2y
x = 4. En z = 2, el limite izquierdo es 2 + 2 = 4 y el valor del siguiente tramo es 22 — 6(2) + 12 = 4. Enx =4, el
tramo central vale 16 — 24 + 12 = 4 y el ultimo vale —8 + a. Para que coincidan, —8 + a = 4, luego a = 12.

En [0, 4], el primer tramo z + 2 crece desde 2 hasta 4. En el segundo, 2% — 6z + 12 = (z — 3)? + 3 tiene minimo 3
enx =3ytomaelvalord4enz =2yenz=4. Alcomparar con los extremos del intervalo, el minimo absoluto
es2enxz=0yelmaximo absolutoes4enz =2y z =4.

Para el area entre x = 0 y = = 3, la funcion es positiva: = +2 > 0 en el primer tramo y (z — 3)2 +3 > 0 en el
segundo. Integramos cada expresion en su intervalo:

2 3 1 2
A:/(ac—|—2)dac+/(m2—6m+12)dx:6—|——0:—8.
0 9 3 3

28
a=12; fhmin=2enxz=0; fmax=4enxz=24; Azg.

Problema 4 - Independencia y complementarios
Se conocen P(A) =04, P(B) = 0,6 y P(AU B) = 0,7. Primero hallamos la interseccién con la férmula de la
union:

P(ANB)=P(A)+ P(B) — P(AUB) = 0,4+ 0,6 — 0,7=0,3.
Para que fueran independientes, esa probabilidad deberia ser P(A) P(B) = 0,24, distinto de 0,3; por tanto, no
lo son. Las otras probabilidades pedidas son

P(ANB)=P(A)—P(ANB)=0,1, P(ANB)=1-P(AUB)=0,3.

’ No son independientes; P(ANB)=0,1; P(ANB)=0,3. ‘
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Ejercicio B

Problema 1 - Sistema con infinitas soluciones

El sistema es
T+y+z=-1,
20 —y+2=0,
24+ Ty+z=—-4

Restando la primera ecuacion de la segunda se obtiene » — 2y = 1. La tercera también conduce a esa
misma relacion, asi que las ecuaciones no determinan tres incégnitas de forma Unica. Tomamos y =t como
parametro; entonces x = 142t y, al sustituir en la primera, z = —2—3¢. Los rangos de la matriz de coeficientes
y de la ampliada son ambos 2, menor que el numero de incégnitas 3; por Rouché-Frobenius, el sistema es
compatible indeterminado.

’(I,y,z) = (1+2t,t, -2 —3), teR.‘

Problema 2 - Dominio, asintotas y extremos

La funcién es f(z) = g;jg. El denominador se anula en x = 3/2, por lo que el dominio es R \ {3/2}. El
numerador es siempre positivo y no hay cortes con el eje X; el corte con el eje Y es (0,—4/3). En z = 3/2,
lim,_3/0- f(x) = —oo y lim,_,3/5+ f(x) = +o0, asi que = = 3/2 es asintota vertical. Al infinito, lim,_, . f(z) =
—oo y lim,_, 1« f(z) = +00; Nno hay asintota horizontal.

Para la oblicua, calculamos primero su pendiente y ordenada:

m= tim &L i (f(x)_f):

r—toco I 2’ z—Fo0

Por tanto, la asintota oblicua es y = £ + 2. La derivada es

20— 4@ +1)

f'(@) = (22 — 3)2

Su signo es positivo en (—oco, —1) y (4,00), ¥ negativo en (—1,3/2) y (3/2,4). Hay un maximo local en (-1, —1)
y un minimo local en (4, 4).
La representacion incorpora el corte con Y, los extremos y las asintotas:

" Ne-4p

+%; max(—1,-1), min(4,4).
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Problema 3 - Extremos locales y drea
Para f(z) = x® — 922 + 24x + 3, derivamos para hallar los puntos criticos:

f'(x) = 32% — 18z + 24 = 3(x — 2)(x — 4).

La derivada cambia de positiva a negativa en = = 2, asi que alli hay un maximo local; cambia de negativa a
positiva en z = 4, donde hay un minimo local. Sus valores son f(2) =23y f(4) = 19.

Para calcular el area en [0, 5], comprobamos el signo: los extremos del intervalo y los puntos criticos dan
valores f(0) =3, f(2) =23, f(4) = 19y f(5) = 23, todos positivos; por tanto, la grafica queda sobre el eje X.
Usamos una primitiva:

5 4 5
A:/(x3_9$2—|—24:17+3)d1:: %—3I3+12x2+3x :@.
0

Maximo local (2,23); minimo local (4,19); A= —.

Problema 4 - Dos tiradores

Sean Ay B los sucesos «acierta el primer tirador» y «acierta el segundo». Suponiendo independientes los
disparos, P(A) = 2/3y P(B) = 3/4. Las cuatro rutas del arbol se obtienen multiplicando las probabilidades
de las dos ramas:

B (3/4) P(ANB)=1/2
A (2/3)
7 T Bam 1/6
Disparos
. . B (3/4) 1/4
A(1/3)
B (1/4) P(ANnB)=1/12

«Uno acierta y el otro no» reune dos rutas incompatibles, por lo que sus probabilidades se suman: 1/6+1/4 =
5/12. La probabilidad de que al menos uno acierte es el complementario de que fallen ambos, 1-1/12 = 11/12.
Los sucesos «ambos aciertany, «solo uno acierta» y «ninguno acierta» son incompatibles y exhaustivos:

1 ) . 1 11
P(ambos) = 3 P(solo uno) = 9’ P(ninguno) = oL P(al menos uno) = 3
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