Matematicas II Julio 2017

PROBLEMA A.1.Sean A y B dos matrices cuadradas de orden 3 talesque A>=—-A—1y
1 0 0
2B =B,siendo I=|0 I 0| lamatriz identidad.

0 0 1

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La justificacion de que la matriz A es invertible (2 puntos) y el cdlculo de la matriz
A’ en funcién de A y de I (2 puntos).
b) Los valores posibles del determinante de B. (3 puntos)
¢) El valor del determinante de la matriz BZ, sabiendo que la matriz B tiene inversa
(2 puntos).

Solucion:

a) /A esinvertible?
A’ =—A—1 (despejandol)— I=—-A*—A (sacando factor cominA)— I=A(-A—-1)
Por tanto, existe Al y Al=_A_1

Cdlculo de A3,
A=A A=(-A-1)A=-A"-A =1 (segtin lo obtenido anteriormente)
Por tanto, Al=1

En la resolucion de los siguientes apartados utilizaremos las siguientes propiedades de los determinantes:
|A.B|=|A|[B, |A"|=|A]", |0 Al={porser A3x3}=n"|A
b) ;/B/?
Como B=2B — /B/=/2B/= (como B es 3x3) = 2/ B/ =8/Bf
Luego, /B/=8/B° — /B/-8/BF=0 — /B/(1-8/Bf*)=0 —
1B[=0

2

1-8lBt =0 > 1=8l5F - Lol o |B|:J_r\/z=i£
8 8 2

2
2

Por tanto, los posibles valores del determinante de B son: — 0

c) g/BZ/ ? Sabiendo que existe B!
Como B=2B Yy como existe B’
Multiplicando por la derecha por B
BB'=2B B’

BB'=2B BB’

1=2B1
=28
1|=|2 B

1

, como I es la matriz identidad y B es 3x3

=8| - \Bz\:é

2
Por tanto, ‘B ‘: 3
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PROBLEMA A.2. Se dan la recta r:{x_Zy_ZZ = yelplano 7:2x+y+mz=n.
x+3y—z=1
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Los valoresde m y n paralos que larecta r yel plano 7z se cortan en un punto.
(3 puntos)
b) Los valores de m y n paralos que larecta r yel plano 7 no se cortan.
(375 puntos)
c) Los valoresde m y n paralos que larecta r estd contenida en el plano .
(375 puntos)

Solucion:
a) ;jmy n?/r N = punto
Para que r y 7 se corten en un punto, el sistema formado por las ecuaciones de la recta y el plano debe
tener solucion uinica (el punto de corte entre r y 7 ), es decir, el sistema debe ser compatible y determinado.
x—=2y-2z=1
Para que el sistema r:<x+3y—z=1 sea compatible y determinado ran (A) = ran (A°) =3

2x+y+mz=n

1 -2 =2
Por tanto, para que ran (A) = 3 debe ser |I 3 —1#0
2 1 m
1 -2 =2
A= 3 —1|=3m-2+4+12+1+2m=5m+15
2 1 m
Sm+15=0 — 5Sm=-15 — m:_Tﬁz—S’

Para m #-3, ran(A) =3 ycomo A’ es 3x4 también ran(A°) =3
Luego, para que larecta r y el plano © se corten en un punto debe ser m #—3 y n cualquier valor.

Otra forma de resolverlo,
Obtengamos las ecuaciones paramétricas de la recta r,

_ ‘ x=2y=1+2z
Como =3+2=5+#0, el sistema a resolver es:
x+3y=1+z
1+27 -2
I+z 3 3+6z+2+2z 5+82 8
X = = = :]+—Z
Resolviéndolo por Cramer, S > S
1 1+2z7
M I+z| I+z-1-2z -z
Y 5 5 5
x=1+§/1
5
-1
Por tanto, r: yz?/i AeR
z=41
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Sustituyendo los valores de x, y, 7 de la ecuacion de la recta en el plano,

2-(z+§/1j—1/1+m,1=n
5 5
24206 4 L ma=n

5 5

(E—l+mj/1=n—2
5 5

3+m)A=n-2
A= n—2
3+m

Para que haya punto de corte A debe tener solucion, por tanto 3 + m # 0 y n— 2 cualquier valor,
es decir, m #—3 'y n cualquier valor.

Luego, habrd punto de corte entre la recta r y el plano © cuando m #-3 y n cualquier valor.

b);m y n?/r y m no se cortan.
De lo estudiado en el apartado anterior, al resolver el corte entre recta y plano llegamos a la ecuacion:
(3+m)A=n-2
Para que no se corten, la ecuacion no debe tener solucion y para que esto ocurra debe ser:
3+m=0 y n-2#0 (para que quede una ecuacion de la forma 0 = niim #0)
Porlo que, m=—-3 y n#2

Por tanto,r y @ no se cortanpara m=-3 'y n #2.

c)imyn?/r cnrn
Para que la recta r esté contenida en el plano w la ecuacion que obtuvimos en el apartado a),
(3+m)A=n-2, debe tener infinitas soluciones y para que esto ocurra debe ser:
3+m=0 y n-2=0 (para que quede una ecuacion de la forma 0 = 0)
Porloque, m=-3 y n=2

Por tanto, r estd contenidaen @ para m=-3 y n=2.
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PROBLEMA A.3. Se consideran las curvas y = x’, y=ax y lafuncién fix) =x" —ax,

siendo a un pardmetro real y a > 0. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos
del razonamiento utilizado:
a) Los puntos de corte de la curva y = f{x) con los ejes coordenados y los intervalos de
crecimiento y de decrecimiento de la funcién f. (I + 2 puntos)
b) La gréfica de la funcién f cuando a=9. (3 puntos)
c) Calcular en funcion del parametro a, el area de la region acotada del primer cuadrante
encerrada entre las curvas y=x" e y=ax, cuando a> 1. (2 puntos)
d) El valor del parametro a para el que el drea obtenida en el apartado c¢) coincide con el
area de la regién acotada comprendida entre la curva y = x°, el eje OX 'y las rectas
x=0y x=2. (2 puntos)

Solucion:
a) Puntos de corte de y = f(x) con los ejes coordenados.
x=0 > y=f0)=0-a.0=0 — (0,0)
3 5 x=0
y=0 — x -ax=0 — x(x'-a)=0 —
X—-a=0 = xX=a — x:i\/z

(como a>0 — EI\/;)

Los puntos de corte con los ejes coordenados son (0, 0 ), (\/E , 0) y (—\/E , 0).

Monotonia.
y:x3—ax, a>0
y'=3x2—a
3x—a=0
3x%=a

x2:ﬁ - xzi\/g, comoa>0 — EI\/E
3 3 3

Hay que estudiar el signo de y~ en los intervalos:

|
T
a
3

s

. . . .. 2 ..
vy~ es un polinomio de segundo grado con coeficiente de x° positivo, luego

+ — / o+

Por tanto, la funcion f es creciente en (—oo ,— %j U {\/% , +ooj y decreciente en (_ \E , \/gj

b) Grdficade [ para a=9.
Hay que representar la funcion y = X -9x
Domy = 9, porque es una funcion polinomica.
Del estudio anterior sabemos:
Puntos de corte con los ejes coordenados: (0,0 ), (3,0) y (-3,0).

Monotonia: creciente en (—oo , —\/§)U (\/5, +oo) y decreciente en (—\/g, \/E)
Extremos: x=—J3 — y=(—\/§)?—9.(—\/§)=—3\/§+9\/§=6\/§
x=v3 = y=(3)-9.(3)=3v3-9V3 =63
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luego, en (— NE] , 63 )z (— 173,1 0’39) hay un mdximo relativo 'y en
(\/§ , —6\/§)z (]73 ,— ]0’39) hay un minimo relativo.
Con esta informacion, la representacion grdfica serd:

8

@

IS

¢) Areaentre y=x", y=ax (a>1), en 1° cuadrante.
Calculemos los puntos de corte entre las dos curvas:

X’ = ax, resuelta en el apartado a) “x’ —ax =07, las soluciones: x= —~Ja, x=0 y X =Ja
Como el drea a calcular es en el 1°" cuadrante, las soluciones que nos interesan sonx =0 y x = Ja.
Los puntos de corte serdn: x=0 — y= =0 - (0,0)

1=va > y=Wa)=ava —{a,eva)

=

La representacion grdfica es:

va
El drea pedida la obtenemos mediante la siguiente integral definida,
Ja
Ve 2 4 2 2 2
J. (ax—x3)dx= ax__x_ = a(\/Z)Z_(\/ZT _Ozaﬁ_a_za__a_z
0 4 2 4 2 4 2 4

2
. . . . a
Finalmente, el drea de la region pedida es . u.a.

0
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d) Area entre y:x3, ejeOX, x=0y x=2.

La representacion grdfica del drea a calcular es:

0 1 2

El drea pedida la obtenemos mediante la siguiente integral definida,
47?2 4 4
2 X 270
jx3dx== — | =———=4
0 4 4 4

0
Portanto,a7=4 — a’=16 — (comoa>0) a=4

Finalmente, el valor del parametro a buscado es a = 4.
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0 0 -1 1 0 0
PROBLEMA B.1. Se consideran las matrices A={0 I 0 | e I=|0 1 0].
1 0 0 0 0 1

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La justificacién de que A tiene matriz inversa y el cdlculo de dicha inversa A”.
(2 + 2 puntos)
b) La justificacién de que A* = I. (2 puntos)
¢) El calculo de las matrices A7, A y A" (4 puntos)

Solucion:
0 0 -1
A=[0 1 0|=1#0 — 3A”
1 0 O
Calculemos A
‘1 0‘ ‘0 0‘ 0 1
0 0 -1 0 0 10 10 0 0 -1 0 0 -1
menores 0 -1 0 -1 0 0 adjuntos traspuesta
A=(0 1 0 — =0 [ 0 — 0 1 0 -
1 0 O 00 I0 Y 1 0 0 1 0 0
o -1 0 -1 10 O
1 0 0 0 0 1
0 0 1 ; 0 0 1 ; 0 0 1 0 0 1
010_)A_I:H0]0:7010:010
-1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 -1 0 0
0 0 1
Luego, A~ = 0 1 0
-1 0 0
b)sA'=17?
0 0 I1\([0 0 1 -1 0 O
Calculemos A, A*=| 0 1 O0l|l 0 1 Ol=|0 1 0O
-1 0 0)\-1 0 O 0o 0 -1
-1 0 O -1 0 O 1 0 O
Y finalmente, A=) 0 1 0 0O I 0 |(={0 1 0|=1I
-1 0 0 1

Por tanto, hemos comprobado que A*=1I.
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0 0 —-I1\(-1 0 O 0 0 1
A =A"A=T1A=A"=AA=|01 01|l0 1 0l|=l0 1 0|=A"
1l 0 O 0 0 -1 -1 0 0
-1 0 O
A=A A= A =A=| 0 1 0
0 0 -1
Al00 =(A4)25 _ P ]
-1 0 0
Por tanto, A7=A'1, A =A%=|10 1 o0 y Al -1
0 -1
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PROBLEMA B.2. Se dan la recta - x;J =Y =Z_‘]] yelplano 7:2x— y+bz=0,
a -
siendo a y b son dos pardmetros reales.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) El punto de interseccion de larecta r yel plano = cuando a=-b=1. (275 puntos)
b) La distancia entre larecta r y el plano = cuando a=b =4. (275 puntos)
c) La posicion relativa de la recta r y del plano 7 en funcidén de los valores de los
pardmetros a y b. (5 puntos)

Solucion:
a);rNm para a=—-b=1?
Para a=1 — r:x_l=l=z—_l, parab=—-1 — m2x-y-z=0
4 1 -1
x=1+44
La ecuacion paramétricade r: {y=21 AeR
z=1-1

Sustituyendo los valores de x,y, z en la ecuacion del plano:

2(1+4A)-A—(1-1)=0; 2+8A -A-1+1A=0; 8A4+1=0 — /1=?

x=lvqa Lop 1]
8 2 2
-1
Por tanto, {y=—
Z=1—_—]=1+i=2
8 8 8
.. 1 -1 9
Solucion: el punto de corteentre r y mwes |—,—,—|.
2 8 8
b) ;d(r, ®) para a=b=4?
Para a=4 — r:x;lzgzz_—]I , para b=4 — mw2x-y+4z=0
Obtengamos la posicion relativa entre r y T.
x=1+44
La ecuacion paramétrica de r: 3y =44 AeR
z=1-1

Sustituyendo los valores de x, y, z en la ecuacion del plano:
2(1+4A4)-4A+4(1-1)=0;, 2+8A-4A+4-41=0;, 6=0, #
por tanto la recta r y el plano © son paralelos.

Entonces d(r,n)=d(P,, n) siendo P, un punto cualquiera de la recta r, por ejemplo P,( 1,0, 1 ).
_pr-o+4. 6| 6 221

a(p, . 7)= - A6
) J2 A+ N2 N2 7
Solucion: d(r,n)= @u.l.
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c) ; Posicion relativa entre r y 7© enfuncionde a y b?

x=1+44
r:iy=al AeR y T:2x—y+bz=0
z=1-1

Sustituyendo los valores de x,y, 7 en la ecuacion del plano:
2(1+4A)—aAd+b(1-1)=0

2+8A -aA+b-bA=0

2+b+(8-a-b)A=0

(8—a-b)A=-2-b

Estudiemos esta ecuacion,

Si 8—a-b=0y -2-b=0 entonces r C 1w

8—a-b=0

-2-b=0

De la 2¢ ecuacion: b=-2

Sustituyendo enla 19 8—a+2=0; a=10

Resolviendo el sistema: {

Si 8—a-b=0y —-2-b#0 entonces r /'«
La 2° condicion, b # -2
De la 1° condicion, 8—a=b — a+b=8

Si 8—a-b=z#0 y (—2-b) cualquier valor entonces r y m secortan
De la condicion, a +b #8

Resumiendo lo anterior:
Si a=10y b=-2 larecta r estd contenida en el plano .
Si b#-2 'y a+b=8 larecta r es paralela al plano .
Si a+b#8 larecta r yelplano 7 se cortan.
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PROBLEMA B.3. Se considera el tridngulo T de vértices O =(0,0) ,A=(x, y) y B=(0, ),
siendo x>0, y>0,y tal que la suma de las longitudes de los lados OA y AB es 30 metros.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El area del tridngulo 7 en funcionde x. (3 puntos)

b) El valorde x para el que dicha drea es midxima. (5 puntos)

c) El valor de dicha drea méxima. (2 puntos)

Solucion:
a) ; Ar?
y B base A
La representacion grdfica del tridngulo T es: i
(0] X
b.h
AT == ﬂ

2 2
Como debemos expresar el drea en funcion de x hay que buscar una relacion entre x e Y.
Del enunciado sabemos que d(O,A) +d (A, B)=30m. Por tanto:

Jx'+y? +x=30, despejemos v,
¥4y =30-x — (qlxz+y2)2:(3’0—x)2 — X +y°=900-60x+x’

v =900-60x — y=+900-60x (y>0)

Para que se pueda calcular el valor de y debe ser 900 —-60x>0 — 60x<900 — x<15
Segiin el enunciado del problema x > 0.

_ x+900—-60x
2 b

O<x<l5

Por tanto, AT =

b) ;x? / drea es mdxima

)i —60 )i 30x
A ==|1-4900-60x+x ——r-—" |== «/900—60x——j
’ 2( 2«/900—60xj 2( V900 — 60x

A=

1 30x 30x
—1v900-60x ——————=|=0 — VJ900-60x —————==0 — 900-60x—30x=0
2 ( * V900 —60x j * A 900 —60x * *

900-90x=0 — 900=90x — x=10

Estudiemos el signo de At~ en el intervalo (0, 15)

, 1 30.1
x=1 = A =—|900-60.1-—— |=1175.>0
! 2( 1/900—60.1}

x=11 — A}:l £/900-60 .1 ___J0.1 =-2790..<0
2 £900—-60.11
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Z O\

| |
\ |
0 10 15

Por lo que: |
|

Por lo tanto en x = 10 hay un mdximo relativo que ademds es el absoluto porque la funcion a la
izquierda de 10 es creciente y a la derecha es decreciente.

Solucion: para que el drea sea maxima x = 10.

c) Para x = 10 el valor del drea es:

A (10):]0 200=60-10 _ s 6025 m?
! 2

Solucién: el valor de dicha drea mdxima es 86°6025 m’.
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