PAU Comunidad Valenciana — Matematicas Il

Julio 2019 - Convocatoria extraordinaria

Puedes elegir la opcion A o la B. Para que puedas practicar todo el examen, aqui resolvemos las dos. En cada apartado
explicamos la idea y después hacemos los calculos paso a paso.

Opcion A
A.1. Sistema con parametro
El sistema es

2z + 3z = a,
T —2y+ 2z =35,
3x—y+o5z=a+1.

La matriz de coeficientes y la matriz ampliada son

2 0 3 2 0 3 a
A=11 -2 2|,A*=|1 -2 2 5
3 -1 5 3 -1 5|a+1

a) Valores de o para los que hay una Unica solucion. Una matriz cuadrada tiene rango 3 cuando su determinante no es
cero. Calculamos:

-2 2 1 -2
detA=2‘_1 5‘+3‘3 _1‘
=2((-2)-5-2-(-1)) +3(1-(-1) - (-2) -3)
=2(-10+2)+3(-14+6)=—-16+15= —1 #0.

Por tanto, rg(A) = 3 para cualquier a.. La matriz ampliada tiene tres filas y contiene a A, asi que también rg(A*) = 3.
Como hay 3 incégnitas,

rg(A) = rg(A*) = 3 = namero de incognitas.

Por Rouché-Frobenius, el sistema es compatible determinado (SCD) para todo a € R.
Para obtener la solucion, despejamos & de la segunda ecuacion:

z=5+2y— 2z
Lo sustituimos en la primera:
264+2y—22)+32=a0 = y—2=0-10 = z=4y—a+10.
Ahora lo sustituimos en la tercera:
36+2y—22)—y+5z2=a+1,
1I54+5y—z=a+1,

5y — (dy — a+10) = a — 14,
y= —4.

Con y = —4, las otras dos coordenadas son
z=4(-4)—-a+10=-a—6, c=5+2(—4) —2(—a—6) =2a+9.

Asi, para cada valor real de

|($7 Y, Z) = (2a + 91 _41 —a— 6) |

b) Solucion cuando a = —1. Sustituimos —1 en la solucién general:

(iB, Y, z) = (2(_1) + 97 _47 _(_1) - 6) = |(:I3, Y, z) = (7a _4a _5) |

¢) Condicion ¢ + y + 2z = 0. Sumamos las coordenadas de la solucion general:

zt+y+z=02a+9)—4+(—a—6)=a—1.
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Imponemos la condicién pedida:

a-1=0 = |a=1|

Con ese valor, la solucién es (11, —4, —7), cuya suma es efectivamente cero.

A.2. Plano, distancia, area y volumen
Escribimos el plano en forma general y anotamos el punto:

m:2z+y+22—8=0, P=(10,0,10).
a) Distancia de P al plano. Para un plano ax + by + ¢z + d = 0, la distancia desde (a;o, Yo, zo) es

lazo + byo + czo + d|
Vatrta

Aqui el vector normal es (2, 1, 2). Sustituimos el punto y los coeficientes del plano:

2-10+1-0+2-10— §| 32

VEriz+2 3

d—

d(P,m) =

32
Por tanto, |d(P, ) = 3 unidades de longitud.

b) Area del triangulo de interseccion con los ejes. En cada eje se anulan las otras dos coordenadas:
Ejez: y=2=0=2z=8=— A= (4,0,0),
Ejey: t=2=0—y=8=— B=(0,8,0),
Ejez: 2=y=0=22=8= C=(0,0,4).

El 4rea de un tridngulo es la mitad del médulo del producto vectorial de dos lados. Calculamos esos lados desde A:

— —
AB=B— A= (-4,8,0), AC=C— A= (—4,0,4).

Entonces
SO I S (S
ABx AC=|-4 8 0|=(32,16,32),
—4 0 4
y
‘ABxAO V/32% + 162 + 322 = 48.
Por tanto,

1
Sapc = 3 48 = 24 unidades cuadradas|.

c) Volumen del tetraedro PABC. El volumen de un tetraedro es un sexto del valor absoluto del determinante formado
por tres aristas que salen del mismo vértice. Desde A:

— — —
AB = (—4,8,0), AC = (—4,0,4), AP=P — A= (6,0,10).

Asi,
1 -4 8 0
6 0 10
— —
= % AB-(AC x AP)| = 522 ? unidades cubicas|.
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A.3. Funcion racional, limites, asintota e integral

z3 + 22+ 52z —3
z24+22x+5

a) Dominio y limites en los extremos. El denominador se puede escribir como una suma que siempre es positiva:

h(z) =

2 +2z+5=(z+1)>+4>4>0.

Por eso nunca se anula y no excluye ningun numero real: .

Dividimos el numerador por el denominador:
23+ 22+ 52 —3=(z—1)(x® +2z+5)+ (22 + 2),
de modo que

2¢ + 2
z24+2x+5

El ultimo cociente tiende a cero cuando & — +00 y cuando & — —00. Asi,

h(z) =z —1+

zEToo h(z) = +o0, lim h(z) = —oo.

b) Asintotas. Comprobamos los tres tipos:

- Verticales: no hay, porque el denominador (:1,' + 1)2 + 4 nunca vale cero. - Horizontales: no hay, porque los limites
de h(z) en los dos extremos son infinitos, no finitos. - Oblicua: la divisién anterior deja un resto cuyo cociente tiende a
cero. En concreto,

. o 2c+2
Jm (h(e) — (2 -1)) = lim —o=mrm =

Por tanto, la asintota oblicua en ambos extremos es
y=z—1|

c) Primitivay dreaentre x = 1, x = b, el eje z y la curva. Usamos la descomposicion de la funcion y la sustitucion
u = z2 + 2z + 5, cuya derivada es du = (2z + 2) da:

2z + 2
h(z) dz = —-1)d =~ d
/(x) ’ /(x )m+/w2+2w+5 v
_w_2_x+/d_u
T u
(132

= 7—a:+1n(a:2+2:c+5)+0.

Para calcular el area, comprobamos primero que la funcién esta por encima del eje en todo [1, 5]. El denominador es
positivo y el numerador N(z) = z3 + 22 + 5z — 3 cumple

N'(z) =32 +2x+5>0(1<z<5), N1)=4>0.

Luego h(a:) > 0 en eseintervalo y el area es la integral definida:

5 2 5
S’:/ h(z)dz = [%—m+ln(a:2+2a:+5)]
1

25 1
= (7—5+1n40) — (5—14'1118)

=|8 4 In5 unidades cuadradas|.

1
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Opcion B

B.1. Ecuacion matricial y valores propios
Las matrices del enunciado son

1 4
A= x=(%).
-1 6 Y
a) Valores de a para los que AX = aX solo tiene una solucién. Pasamos todo al mismo lado:
1-— 4
AX=0X < (A-—a)X=0, A—al = ( 1"‘ ] )
- -«

Un sistema homogéneo cuadrado tiene solo la solucién nula cuando el determinante de su matriz es distinto de cero.
Calculamos:

det(A—al)=(1-a)(6 —a) —4(-1)
=a’-Ta+10 = (a - 2)(a - 5).

Sia # 2,5, el determinante no se anula y la tnica solucién es X = (0, 0)7.
Revisamos los dos casos en que el determinante vale cero:

-1 4 4
a=2: ( )X=Oﬁx=4y=>X=t();

-1 4 1
—4 4 1
a=>5: (_1 1)X=0:m=y:X=t(1).

En ambos casos hay soluciones no nulas, asi que la respuesta es

la R\ {2,5}]

b) Todas las soluciones de AX = 5X. Usamos el sistema del caso a = b:

—4z+4y=0, z+y=0 = z=uy.

1
xe(1).ect]

c) Valor de 3. Verificamos primero el vector dado:

4(1) = (55550) = () =2 ()

Asi, ese vector es propio con valor propio 2. Al volver a aplicar 4, cada aplicacion lo multiplica por 2; por induccién,

o))
() () -+ () B

B.2. Posicion relativa de una recta y un plano
La recta del enunciado se escribe exclusivamente en forma paramétrica tomando como parametro el valor comun ¢:

Por tanto, todas las soluciones son

Paran = 100, se obtiene

r:x=a—t y=-4t, z=0t, teR.
El plano, en forma general, es 7 :  + 2y + 3z — 6 = 0. Sustituimos en su ecuacion:
(a—1t)+2(—4t)+30t—-6=0 < a—6+3(B—3)t=0.

Estudiamos los casos:
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- Si B # 3, el coeficiente de t no es cero y hay una Unica solucién t = %. La recta y el plano se cortan en un

punto: son secantes. - Si 8 = 3, la ecuacion queda o — 6 = 0. Cuando a = 6 se cumple para todo £, por lo que la
recta esta contenida en el plano. Cuando a # 6 no hay ninglin punto comun: son paralelos exteriores.

b) Distancia para a = 6, 5 = 3. En este caso la recta esta contenida en el plano, asi que

e A=0)

c) Plano que pasa por el origen y no corta a 7. Para que dos planos distintos no se corten, deben ser paralelos y tener
el mismo vector normal (1,2, 3). Escribimos el plano buscado como

c:zx+2y+32+d=0.
Al'imponer que pase por (0, 0, 0), resulta
0+2:-0+3-0+d=0 = d=0.

Como o no coincide con 7, no se cortan. El plano pedido es

|o:w+2y+3z=0|.

B.3. Distancia del proyectil y area barrida por la cuerda
Un punto de la parabola es Q(a:) = (a:, 4— acz), y el punto fijo es P = (0, 2). La abscisa del proyectil pertenece a

[—2,2].
a) Funcion distancia. Aplicamos la formula de distancia entre dos puntos:
d(z) = /(2 — 0)2 + (4 — 22) — 2)?
=4/x2 4 (2 —22)?2

=|Vzt-322+4| -2<z <2

b) Puntos de maxima distancia y c) puntos de minima distancia. La distancia es siempre positiva porque

3\* 7
d(m)2=m4—3m2+4=(m2—§) +7 >0

Por ello podemos derivarla; el denominador de d'(a:) sera positivo y su signo dependera del numerador:

d(z) = 4z3 — 6z _ z(2z% — 3)
22" — 322 1 4 d(z)

Igualamos la derivada a cero:

(222 -3)=0 = :1:=00:1:=:|:\/%.

Comprobamos el signo de d’ en cada intervalo usando un valor de prueba:
Intervalo o punto Valor de prueba Valor de (d') Signo Comportamiento
[—2, —\/ﬁ) =2 —5/\/5 - Decrece

B = —\/3/—2 0 0 Minimo relativo

(—+/3/2,0) r=-1 1/v2 + Crece

z=0 0 0 Maximo relativo
(0,4/3/2) r=1 —1/v/2 - Decrece
r=+/3/2 0 0 Minimo relativo

(m, 2] z=2 5/\/5 + Crece

Para identificar los extremos absolutos del intervalo cerrado, comparamos los valores en los puntos criticos y en los

extremos:
d(—2) = d(2) = 2v'2, d(0) = 2, d(i@) = g

Asi, la distancia maxima se da en los extremos de la parabola:
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Q(_2) = (_2a0)1 Q(z) = (2a0), dm_a.x = 2\/5 .

La distancia minima se da en las dos abscisas £ = +4/3/2. Enellas y = 4 — 3/2 = 5/2, por lo que

d) Area recorrida por la cuerda. La otra curva del enunciado es y = 2 — |z|. Las dos curvas son simétricas respecto
del eje y. En [—2, 2], la diferencia entre la parabola y la grafica en forma de V es

(4—2%) — 2 fa]) =2 — 2>+ [o| = (2~ [al)(1 + [o]) > 0.

Por tanto, la pardbola queda arribay la curvay = 2 — |w| abajo; se encuentran enx = —2 y & = 2. Por simetria,
calculamos el area a la derecha del eje ¥ y la duplicamos:

3=z/0 (4-2%) — (2—2))de

2
=2/ (2 - 2>+ z)dz
0

3 2

2
X T
=220 — — + =

=2 (4 — g + 2) = % unidades cuadradas|.

Representacion de la region entre las curvas:

/ =2~
X
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