PAU Comunidad Valenciana - Matematicas Il

Junio de 2016 - Convocatoria ordinaria

Opcion A

Problema 1. Discusion de un sistema

Estudiamos el sistema

ar — z=a,
2c+ay+2z=1,
2z 4+ z = 2.

Su matriz de coeficientes y su matriz ampliada son

a 0 -1 a 0 -1 a
A=12 a 1 |,A"=]|2 a 1 1
2 0 1 2 0 1 2

a) Valor de a para que el sistema no tenga solucion
Como A es cuadrada, primero calculamos su determinante:

al‘ ‘2(1

A=
det aOl 5 0

=a®+2a=ala+2).

Sia # 0ya # —2, entonces det A # 0, asi que rg(A) = 3. En ese caso el sistema tiene una Unica
solucion y no puede ser incompatible. Por tanto, solo tenemos que comprobara =0y a = —2.

Casoa = (. Las matrices quedan

0 0 -1 00 -1 0
Ap=1(2 0 1 |,4=]|20 1 1
2 0 1 2 0

El menor de orden 2 formado por las filas 1y 2 y las columnas z, z de Ag vale

=2+#0.
2 1 7

La segunda columna de Ag es nula y las filas 2 y 3 son iguales; por ello rg(Ag) = 2.
En A, tomamos las filas 1, 2 y 3 y las columnas z, z y término independiente:

0 -1 0
2 1 1/=24#0.
2 1 2

Luego rg(Ag) = 3. Por Rouché-Frobenius, como rg(Ay) # rg(Ag), el sistema es incompatible: no tiene
solucion.

Casoa = —2. En la matriz ampliada, la primera fila es la opuesta de la tercera:
-2 0 -1 -2
2 0 1 2
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Por tanto, rg(A*,) < 2. Calculamos el determinante del menor de orden 2 de A_5 formado por las filas
2y 3ylascolumnas z,y:

2 -2
2 0

‘:4#&

Asi, rg(A_z) = 2. Como A_s es una submatriz de A*_z, su rango ampliado también es al menos 2; por
tanto, rg(A_p) = rg(A*,) = 2 < 3. El sistema es compatible indeterminado.

En conclusion, el Unico valor que hace que el sistema no tenga solucién es

b) Soluciones cuando el sistema es compatible indeterminado
El caso compatible indeterminado es a = —2. El sistema queda

-2z — 2= -2,
20 —2y+2=1,
2z + 2= 2.

La primera ecuacion es la opuesta de la tercera. De la tercera:
z=2—2z.
Sustituimos en la segunda:
2 —-2y+(2-22)=1 = —-2y=-1 = y= %

Tomamos £ = ¢, cont € R. Todas las soluciones son

1
(z,y,2) = (t,—,2—2t), teR.

2
¢) Solucion paraa = —1
Comodet A = (—1)(1) = —1 # 0, existe una Unica solucién. El sistema es
—r —z=-1,
2¢ —y+2=1,
2z + 2z = 2.

La primera ecuacién da £ + z = 1. Al restarla de la tercera se obtienexz = 1, y entonces z = 0. En Ia
segunda:

21)—y4+0=1 = y=1.

Por tanto,

(z7 y’ z) = (1? 1’ 0)'

Problema 2. Rectas y planos en el espacio

LasrectasTy 8 son

=1
) {x—2y+z+3=0,s. $_2;¥
. _ — . e ,
3z+y—2z+1=0, r— o — 9.
a) Recta que pasa por P = (0,1, 0) y es paralelaa r
Para escribir 7 en forma paramétrica, llamamos £ = —1 + t. De las dos ecuaciones de 7:
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z+2=2y—3,3z—2=—-y—1.
Al sumarlas, 4 — y = —4, de modo que y = 4a + 4 = 4t. Luego
z2=2y—3—z=8-3—-(-1+¢t)=-2+4T7t

Asi,
z=-1+1
r:ey=4t , teR,
z2=-24Tt

y un vector director de r es 4 = (1, 4, 7). Una recta paralela tiene el mismo vector director. Al imponer
gue pase por P, resulta

r=1t
£:qy=1+4t teR.
z=Tt

b) Plano que contiene a 7 y es paralelo a s

De la forma paramétrica de 7, tomamos el punto R = (—1,0, —2) y el vector director & = (1,4,7). De s
, un punto es S = (1,0, —2) y un vector director es ¥ = (0, 2,1).

Un plano que contiene ambas direcciones tiene como vector normal el producto vectorial:

k
7 = (~10, -1, 2).
1

St

Il

el

X

Q

I
S — .
[CI NNy

Podemos usar el normal equivalente (10, 1, —2). La ecuacién general del plano que pasa por R es
10(z+1)+y—2(z+2) =0.

Por tanto,

110z +y—22+6=0.|

c¢) Distanciaentre ry s
Comprobamos primero que son rectas alabeadas. Sus vectores directores no son proporcionales, pues

(1,4,7) no es multiplo de (0, 2, 1). Ademas,
(S—R)-(uxv)=(20,0)-(-10,-1,2) = —20 # 0.

El producto mixto no nulo indica que las dos direcciones y el vector que une un punto de cada recta no
estan en un mismo plano; por tanto, 7y 8 son alabeadas.

La distancia entre dos rectas alabeadas se calcula con

(S~ R)-(@x9)]

12 > |

d("’a 3) =

Sustituimos los vectores:

i x 3 = 1/ (~10)2 + (~1)2 + 22 = v/105, d(r,s) = 20 _ 4v105

/105 21

Asi, la distancia es

20 4105

/105 21
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Problema 3. Analisis de una funcion
La funcion dada en el enunciado es:

1

@)= o sate

Dominio y asintotas
El denominador se factoriza como
22— 5z +6 = (z — 2)(z — 3).

Una funcion racional esta definida cuando su denominador no es cero. Aqui el denominador se anula en
Tz = 2vyx = 3, portanto,

Dom(f) =R\ {2,3}.

Asintotas verticales. Al acercarnos a £ = 2, el denominador tiende a cero:

lim f(z) =400, lim f(z) = —o0.
T2~ z—2%

Por ello, x = 2 es asintota vertical. De igual modo,

lim f(z) = —o0, lim f(z) = +o0,
3~ z—37

asi que x = 3 también es asintota vertical.
Asintota horizontal. En los dos extremos,

lim — e _
z—+too 22 —Bx + 6

Por tanto, ¥ = 0 es asintota horizontal. No hay asintota oblicua: la pendiente que tendria una recta
oblicua seria

m = lim f(2) =
rz—+too I

0,

que no es distinta de cero; en este caso ya hemos encontrado la asintota horizontal y = 0.
Crecimiento, decrecimiento y extremos
Derivamos usando la regla de la potencia para u(:z:)_lz

(> —5z+6) 2z — 5 5— 2z

f,(m):_($2—5:1:+6)2 T (2 —5x+6)? N (z2 — 5z +6)%

La derivada se anula cuando 5 — 22 = 0, es decir,en = % También separamos & = 2, 3, porque la
funcién no esté definida alli. Probamos el signo de f’ en cada intervalo:

Intervalo Valor de prueba Signo de f’ Comportamiento

(—00,2)0 + Creciente

r = - No definida Punto fuera del dominio; asintota vertical, no extremo
2,2) 2 + Creciente

T = g - =0 Cambia de + a —: maximo relativo

(%, 3) % — Decreciente

T = - No definida Punto fuera del dominio; asintota vertical, no extremo
(3,00) 4 — Decreciente
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5 1 1
f<_) ~ 2 _ 2 =—7="4
2 T2 t6 -1
5

El maximo relativo es (5, —4). Enx = 2y z = 3 la funcién no esta definida: son asintotas verticales, no
maximos ni minimos. La funcion es creciente o decreciente por separado a cada lado, segun la tabla.

Primitiva
Factorizamos el denominador y descomponemos en fracciones simples:
1 A B
— —+ .
(z—2)(z—3) =z—-2 =2-3

Al multiplicar por (z — 2)(z — 3), queda
1=A(z-3)+ B(z —2).
Conz=2,1=—A,demodoque A= —1.Conz=3,1= B, porloque B=1.Asi,

1 1
/f(w)da:—/(—x_2 + w_3)dw——1n|:c—2|—|—1n|a:—3|—|—C.

Por tanto,

r—3
T

/f(a:) dz=In

a:_

Valor de a > 4 para que el drea indicada sea In(3/2)

En el intervalo [4,a], cona > 4, £ — 2y & — 3 son positivos; por ello f(z) > 0, y el drea es la integral
definida:

Z

/:f(a:)dm:[1n|z—3|—1n|:c—2|]g= [1n($:2)]4

Evaluamos en los extremos:

[ ey n(2) - (42) o (2e=2),

Imponemos el area pedida:

o(B=2) - (3) - 2223

4a—3)=3(a—2) = 4a—-12=3a—-6 — a=6.

Como 6 > 4, cumple la condicion. La respuesta es

Opcion B

Problema 1. Matrices

Se da
V5 0 0
A= 0 1 -2
0 2 1
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a) Comprobar que A~1 = %AT
Calculamos primero la traspuesta:

V5 0 0
AT=|0 1 2
0o -2 1
Multiplicamos, mostrando el producto:
V5 0 0\ (V5 0 0 5 0 0
AT M=o 1 2|/|lo0o 1 —2|=(0 5 0]=5L
0 -2 1 o 2 1 0 0 5

Por tanto, %AT multiplicada por A da la identidad. Esto demuestra que es la inversa:

1
ATl = AT
5

b) Valores reales de )\ para los que A — A no es invertible
Una matriz cuadrada no es invertible exactamente cuando su determinante es cero. Calculamos:

vVE—XA 0 0
A— )\ = 0 = BEOWiN

1-A

det(A—/\I)z(\/g—)\)‘ o 4

2= B-n@-v e,

Para X € R, (1 — X\)? 4 4 > 0. El determinante solo puede ser cero si v/5 — A = 0. As,

A =/5.

¢) Determinante de B

Se sabe que det B > 0y B! = BT. Tomamos determinantes en ambos lados. Usamos
det(B~!) = 1/det By det(BT) = det B:

= B.
det B det

Como det B > 0, al multiplicar por det B obtenemos (det B)? = 1y elegimos la raiz positiva. Por tanto,

Problema 2. Geometria del espacio
El plano dado es 7 : 6 + 3y + 2z — 12 = 0, y los puntos son

A=(1,0,0), B=(0,2,0), C = (0,0,3).

a) Plano o que pasa por A, B, C'y posicion respecto de 7
Los vectores del plano que parten de A son

— —
AB=B—-A=(-1,2,0), AC=C—A=(-1,0,3).

Un vector normal se obtiene mediante el producto vectorial:
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I -
ABx AC=|-1 2 0|=(6,3,2).
-1 0 3

La ecuacién general del plano que pasa por A es
6(x—1)+3y+22=0,

es decir,

l0:62+3y+22—6=0.

Los planos o y 7 tienen el mismo vector normal (6, 3, 2), pero sus términos independientes son distintos.
Son planos paralelos y distintos:

o| =, o#m.

h) Area del triangulo ABC

El area del triangulo es la mitad del médulo del producto vectorial de dos lados que parten del mismo
vértice:

] 1 — — 1 7
Area,(ABC') = EHAB X AC” = 5 V 62 +32 +22 = 5 3

¢) Un punto P de 7r para que el volumen del tetraedro P A BC sea 1
Elegimos P = (2,0,0). Comprobamos que pertenece a 7

6(2) + 3(0) + 2(0) — 12 = 0.

El volumen de un tetraedro se obtiene con el valor absoluto del determinante de los tres vectores que
parten del mismo vértice, dividido entre 6. Desde P:

— — —
PA = (~1,0,0), PB = (-2,2,0), PC = (-2,0,3).

Entonces
1 -1 0 O 1
V=22 2 0o|=¢l-6=1
-2 0 3
El punto pedido es
P =(2,0,0)
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Problema 3. Optimizacion

Una empresa vende z toneladas de acero de baja calidad e y toneladas de alta calidad. La relacion entre
las cantidades es

_8-50 2
Y= 10-2 5
Cada tonelada de baja calidad se vende a 300 euros y cada tonelada de alta calidad a 900 euros.

Funcion de ingresos
Los ingresos son precio por cantidad de cada tipo:
23 — 5z
R(z) = 300z + 900y = 300z + 900 ( —— ).
10—z
El dominio del problemaes 0 < z < %, tal como establece el enunciado. En este intervalo
10—z > 10 — 25—3 = % > 0, asi que el denominador no se anula.

Cantidades que maximizan los ingresos
Derivamos la funcién. Para la fraccion usamos la regla del cociente:

(23—5:1:)' _ (-5)(10 — &) — (23 — 52)(-1) —27

10—z (10 — )2 T (10—2z)%°
Asi,

24300  300((10 —z)*>—81)  300(1 - z)(19 — z)
(10 —z)2 (10 — z)2 4 (10 — z)? '

R'(z) = 300 —

Los puntos criticos satisfacen R'(z) = 0: son z = 1y = 19. Solo & = 1 pertenece al intervalo
permitido. Para justificar el comportamiento, probamos un valor a cada lado de 1:

1 11100 1275
/ = T d = —_-——
R(J—-%1>QR® & <O

La funcion crece antes de £ = 1y decrece después:
Intervalo Valor de prueba Signo de R’ Ingresos
(0,1 1 + Crecientes
(1,2) 2 - Decrecientes

Por tanto, los ingresos maximos se alcanzan cuando & = 1 tonelada de baja calidad. La cantidad de alta
calidad es

23 —5(1) 18
y= 0-1 — 9 = 2 toneladas.

Los ingresos maximos son
R(1) = 300(1) + 900(2) = 2100 euros.

La empresa maximiza sus ingresos vendiendo 1tonelada de acero de baja calidad y 2 toneladas de alta
calidad; el ingreso maximo es

2100 euros.
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