PAU Madrid - Matematicas Il

Modelo de examen de 2023

Se desarrollan las ocho preguntas del modelo orientativo.

Pregunta A.1 - Sistema de jugadores

Cada uno de los veinte equipos tiene 25 jugadores, de los cuales exactamente 3 son porteros. Por tanto, en
toda la liga hay 20 - 25 = 500 jugadores y 500 — 20 - 3 = 440 jugadores de campo.

Sean z,y, z los numeros de defensas, centrocampistas y delanteros en toda la liga. Las tres condiciones del
enunciado se traducen en

r+y+ 2z = 440,

X

5 - Y—%

y

§+22’:l'+25.

La segunda ecuacion equivale a x — 3y + 3z = 0, y multiplicamos la tercera por 2 para evitar fracciones. De la
segunda, = = 3y — 3z. Sustituyendo en el total:

dy — 2z =440 — 2y —z=220.
Al sustituir en la tercera ecuacion transformada:
—2By—32)+y+42=50 = —y+2z=10.

Multiplicamos esta ultima igualdad por 2 y la sumamos a 2y — z = 220; asi, 3z = 240, de donde z = 80. Entonces
y = 150 y = = 210. Conclusién. En la liga hay 210 defensas, 150 centrocampistas y 80 delanteros.

Pregunta A.2 - Continuidad, asintotas, derivada e integral

La funcion esta definida por

&7
Al D e,
f(x): el_e
. > 1
w—3 U=

En el primer tramo, e* — e # 0 si x < 1; en el segundo, 4z — 3 > 0 si x > 1. Por tanto, el dominio es R.

a) Continuidad y asintotas

Cada expresion es continua en su tramo. En z = 1, calculamos el limite por la izquierda y el valor y limite por

la derecha: ; .
lim SE L) UHepital € 1,  f(1)= lim =1
z—1—- e —e z—1- €% z—1+ 4x — 3

Los limites laterales coinciden con f(1), asi que f es continua también en z = 1.
Cuando z — +o0, usamos el segundo tramo:

, , 1
lim = lim =
x——+00 f(CE) xr— 400 4;5 — 3 0

Hay una asintota horizontal y = 0 por la derecha. Para z — —oo, estudiamos una posible asintota oblicua. Su

pendiente es

T——00 T z——o0 (e — e)

=—-1.

La ordenada en el origen es

n=lim (f(z)—mz) = lim (e@”_”ﬂ):(n’m velme

T——00 T——00 et —e

Conclusion. f es continua en R; sus asintotas son y = 0 cuando = — +ooy y = —z + 1 cuando = — —oo.
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b) Calculo de ¢'(0)

Como 0 < 1, cerca de 0 se usa la primera expresion de f. Al multiplicar,
g(x) = (e —e)f(z) = e(z — 1),

de donde ¢'(z) = e en ese tramo. Conclusién. ¢'(0) = e.

¢) Integral

En [1,5] se utiliza f(z) = ;7. Hacemos el cambio u = 4z — 3, por lo que du = 4 dx:

5 5 - LT 1 VIT—1
[ VI = [ =g [ =g ) =

Conclusién. La integral vale Y171,

Pregunta A.3 - Depdsito en forma de paralelepipedo
a) Plano que contienea ABy AA’

Obtenemos los vectores a partir de las coordenadas:

—
AB=B - A=(1,3,1)— (1,1,1) = (0,2,0), AA'=A'—A=(1,1,6) — (1,1,1) = (0,0,5).

Su producto vectorial es un vector normal al plano:
—
AB x AA" = (0,2,0) x (0,0,5) = (10,0,0).

El plano pasa por A = (1,1,1), asi que su ecuacion general es 10(xz — 1) = 0. Conclusién. Una ecuacion del
plano que contiene ABy AA’esz —1=0.

b) Vértices C'y D de la base

La base es un cuadrado y |AB| = 2. El vector normal a la rampa 4x — 3z = 1 es 77 = (4,0, —3). La direccion de
los lados BC' y AD debe ser perpendicular a zﬁ y estar contenida en la rampa; para ello tomamos 7 x AB:

(4,0,—3) x (0,2,0) = (6,0,8).

Su modulo es 10, luego el vector unitario correspondiente es (%, 0, %). Multiplicando por la longitud del lado 2,
y eligiendo la orientacién hacia los semiejes positivos, obtenemos

@:@:2(2,0,4>:<6 0,8>.

) 5775

Sumamos este vector a los puntos Ay B:

6 8 11 13
D=A+AD =111+ (2,0°)= (=1,
+ ( ? I )+ (5’07 5) 5 ? ) 5 Y
7 6 8 11 13
C + ( ’37 )+ (5703 5> 5 ’37 5 >
Conclusion. Los otros vértices de labase son C = (&,3, ¥)y D = (1,1, 1)

¢) Volumen

El volumen del paralelepipedo es el valor absoluto del producto mixto de tres aristas concurrentes:
—
V =|a4". (4B x 4D)|.
Calculamos el producto vectorial:

6 8 6 12
AB x AD = (0,2,0) x (5,075) - (5,0,—5) .
Entonces
V =

16 12
0,0,5) - ( —,0,—— )| =] — 12| =12.
0.0.5)- (F.0-2) = -1

Conclusion. El volumen del depodsito es 12 unidades cubicas.
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Pregunta A.4 - Distribucion normal

Sea X ~ N(100,35), con media p = 100 y desviacion tipica ¢ = 35. Estandarizamos mediante Z =

donde Z ~ N(0,1).

a) Puntuacion entre 100 y 140
Los valores tipificados son 0 y 140190 ~ 1 14. Consultando la tabla:

P(100 < X < 140) = P(0 < Z < 1,14) = ®(1,14) — ®(0) = 0,8729 — 0,5 = 0,3729.
Conclusion. El 37,29 % de los empleados obtiene una puntuacion entre 100 y 140.

b) Puntuacion inferior a 95

95 — 100
35
Conclusioén. La probabilidad de obtener menos de 95 puntos es 0,4443.

P(X <95) =P (Z < ) ~ P(Z < —0,14) = 1 — ®(0,14) = 1 — 0,5557 = 0,4443.

¢) Puntuacion minima para cobrar el incentivo
Buscamos k tal que el 75,17 % de la plantilla obtenga al menos esa puntuacion:
k —100

P(X >k)=0,7517 = P (Z > ) = 0,7517.

X—100

35

U

La tabla indica ®(0,68) = 0,7517; por simetria, la cola derecha de probabilidad 0,7517 corresponde a un valor

tipificado —0,68. Asi,
k — 100

35
Conclusion. La puntuacion minima es 76,2 puntos.

=068 = k=762

Pregunta B.1 - Operaciones con matrices
Sean 0
-1
A:(m -1 1>’ B:(Zm —1)7 c=1-2 1
-2 0 m 1 0 3 1
a) Condicion A'B = C

Multiplicamos primero:

2m2 -2 —m
A'B=| —2m 1
3m -1

Igualando, por ejemplo, la entrada (1,2) con la de C, obtenemos —m = —1, luego m = 1. Al sustituirlo, todas

las demas entradas coinciden con C. Conclusién. El Gnico valor que cumple ATB = C es m = 1.

b) Inversa de AC
Calculamos el producto:

5 —m-—2
AC = <3m 2—m > ‘
Una matriz cuadrada es invertible si y solo si su determinante es distinto de cero:
det(AC) = 5(2 — m) — 3m(—m — 2) = 3m? +m + 10.

El discriminante de este trinomio es 1 — 120 = —119 < 0 y su coeficiente principal es positivo, por lo que el

determinante es positivo para todo m € R. Asi, AC siempre tiene inversa.
Param =0,

5 —2
AC = (o ) ) . det(AC) = 10.

Aplicando la férmula de la inversa 2 x 2:
1 /2 2 L1
-1 _ - — 5
o =556 5)=(6 1)
1

Conclusion. AC es invertible para todo m, y para m = 0 su inversa es (8

IMIEEE
\_/
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¢) Condicion B2 = B — I
Calculamos ambas matrices por separado:

2 4m? -1 —2m o _(2m—-1 -1
B _< 2m -1 )’ B-1I= 1 -1/

La igualdad de las entradas fuera de la diagonal exige —2m = —1, de donde m = %; con este valor, las entradas

de la diagonal también coinciden. Conclusion. El valor que cumple B> =B — I es m = 3.

Pregunta B.2 - Optimizacion del huerto

Sea r la longitud mayor del huerto y y la menor, en metros. El area exterior es 72 m?, por lo que zy = 72y

_ 72
y=-

La zona de hortalizas deja un metro de margen en cada lado corto, asi que su longitud es z — 2. Deja medio
metro en cada lado largo, por lo que su anchura es y — 1. Su area, expresada con una sola variable, es

H(z) = (z —2) (75_1) T—

X

El dominio fisico exige = > 2, % > 1y x > y; es decir, vV72 < x < 72. Para hallar el maximo, buscamos los
puntos criticos:

H(z)=-14—5=0 = 2°=14.
X
Como z > 0, z = 12, que pertenece al dominio. Ademas,

288

"
H"(z) = 3

<0 (x> 0),

por lo que el drea alcanza un maximo en ese punto. La otra dimension del huerto es y = 22 = 6. Conclusion.
El huerto debe medir 12 m por 6 m para maximizar la zona de hortalizas.

b) Area méxima de hortalizas

Con esas dimensiones, la zona interior mide 12 — 2 = 10 m por 6 — 1 = 5 m. Conclusién. El area maxima para
hortalizas es 10 - 5 = 50 mZ2.

Pregunta B.3 - Posicion relativa, angulo y proyeccion
La recta r pasa por P = (1,1, 2) y tiene vector director « = (0, 1, 2), por lo que
r: x=1, y=1+1, z =242t teR.

Paras, dex —2z+2=0o0btenemosx =2z—-2,ydex+y—4=0,y=6—2z. Tomando z = ),

s: xT=-242\, y=06—2)\, z = A, AeR.
Asi, un vector director de s es 7 = (2, -2, 1).
a) Posicion relativa de » y s
Los vectores directores i y ¥ ho son proporcionales. Para ver si se cortan, igualamos coordenadas:

3
l=—2+2= A=, 1+t=6-21=1t=2.

Con esos valores, la tercera coordenada de r es 2 + 2(2) = 6, mientras que la de s es g; no coinciden. Por

tanto, no se cortan y tampoco son paralelas. Conclusion. Las rectas r y s se cruzan (son alabeadas).

b) Angulo entre r y ¢

La recta t, paralela a s, tiene vector director ¢ = (2,—2,1). El angulo entre rectas se calcula con sus vectores
directores:
i-7=(0,1,2)-(2,-2,1) = -242=0.

Al ser perpendicular el producto escalar nulo, el &ngulo es recto. Conclusioén. Las rectas r y ¢ forman un angulo
de Z.
2
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¢) Proyeccion ortogonal de P sobre s

La proyeccién H pertenece a s, y el vector PH es perpendicular a su direccion . Por tanto, podemos inter-
sectar s con el plano perpendicular a ¢ que pasa por P:

2 -1)-2-1)+(z—-2)=0 <<= 22—-2y+z—-2=0.
Sustituimos la parametrizacién de s:
2(=2420) =26 -2\)+A—-2=0 = 9A-18=0 =— =2

Al sustituir en s, H = (2,2,2). Conclusion. La proyeccion ortogonal de P sobre s es (2,2, 2).

Pregunta B.4 - Probabilidad y sucesos complementarios
Los datos son P(AUB) = 2, P(A) = 5 y P(B) = . Por tanto,

20°

11 1
PA) =1- > -4 P(B):1—%:£.

a) Probabilidad de A N B
Por las leyes de De Morgan, AN B = AU B. Asi,

P(ANB)=1-P(AUB) =1 =&

Conclusién. P(AN B) = 1.
b) Probabilidad de A U B

Primero calculamos la interseccion de A y B mediante la formula de la union:

11 13 4 2
P(ANB) = P(4) + P(B) = PAUB) = = + 2= — = = =
De Morgan permite expresar AU B = AN B, luego

P(ZUE):lfP(AﬁB):lfgzé.

Conclusién. P(AU B) = 2.
¢) Probabilidad de A — B
La diferencia A — B es el suceso AN B. Al quitar de A la parte que comparte con B,

11 2 3
P(A~B)=P(4) ~P(ANB) = 35 — - = 0.

Conclusion. P(A — B) = 3.
d) Independencia
Dos sucesos son independientes si P(AN B) = P(A)P(B). Aqui

11 13 143

P(A)P(B) = 35 55 = qo5 7 5 = P(AN B).

2
75

Conclusion. Ay B no son independientes.
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