Matemiticas II Septiembre 2005

EJERCICIO A

1 7 0 0 O
PROBLEMA 1. Dadas las matrices A=|2|,B=| 2 |,C=|0 1 0|,D=
3 -2 0 0 1

(SIS
txy
Il
w N

X

calcular razonadamente la matriz X =| y | que satisface la ecuacion (AB"+C )X =(A"D)E,
z

donde M~ significa la matriz traspuesta de la matriz M (3,3 puntos).

Solucion:

000 (7 2 -2) (000 (7 2 -2
Llamamos M=AB +C= |2|(7 2 -2)+|0 1 0|=|14 4 —4|+|0 1 0|=[14 5 —4
00 1

3 21 6 -6 0 0 1 21 6 -5
0
A'D= (1 2 3)[3|=00)
2
2 20
Llamamos N=(A"D)E= (10)|5|=|50
3 30

La ecuacion a resolver es: M X = N, si existe M entonces X = M'N
7 2 =2 1 2 =2

|M|=|14 5 -4=7]2 5 -4=7(-25-24-24+30+24+20)=7%0 = IM
21 6 -5 3 6 -5

Cdlculo de M’
5 —4f 14 -4 {14 5
7 9 _» 6 =5 |21 =5 [21 6 1 14 —»o1
e |k =217 =2 |7 2 M,
14 5 —4|2% =2 7 0 |——
a1 6 5 6 =5 |21 =5 |21 6 5 0 7
a 2 =21 |7 =2 (7 2
5 -4 14 -4 14 5
-1 -14 =21 -1 -2 2 -1 -2 2
Myl 07 o0 Myt 7 0] = M‘1=% 14 7 0
2 0 7 -21 0 7 -21 0 7
-1 =2 2)(20 —-20-100+ 60 -60

Por lo que X = l—14 7 01|50 :% —280+350 :% -70
-21 0 7){30 —-420+210 -210
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Matematicas II

Septiembre 2005

EJERCICIO A

PROBLEMA 2. Un paralelepipedo rectangular (u ortoedro) tiene tres de sus aristas sobre las rectas:

x=0 x=2y=0 2x+y=0
[: , m: y n: ,
y=0 7=0 z=0

y uno de sus vértices es ( 12, 21, -11). Se pide:

a) Hallar los vértices restantes (2,5 puntos). b) Calcular su volumen (0,8 puntos).

larecta | es el eje Z

Solucion:
Obtengamos las ecuaciones paramétricas de las rectas I, m y n.
_0 x=0
zz{xio S ly=0 ew
y= =1
=2
x—2y=0 x=2y r=h
m: - y=u peR
z=0 z=0
z=0

y==2y yeR

{Zx—i-y:()
n:
z=0

=-2x x=7
z=0

las rectas m y n estdn
en el plano 7z =10

Obtengamos los puntos de interseccion de estas tres rectas,

0=2u

Inm=<0=p —> A=u=0 — [INnm=(0,0,0)
A=0
0=y

INnn={0==2y —» A=y=0 —
A=0
2u=y

MmARE{U==-2y —
0=0

Inn=(0,0,0)

22y =y -

—4y=y - y=0

->u=0 - mnn=(0,0,0)

Es decir, el punto 0(0,0,0) es un vértice del ortoedro. Como las rectas m y n estdn en el plano z = 0, una cara del

ortoedro estd en este plano.

Una arista del ortoedro estd en el eje Z, el vértice A(12,21,-11) no estd en el plano z = 0, por lo tanto otra de sus caras,
la opuesta a la que estd en el plano 7 = 0, estd en el plano 7 = -11.

En el plano z =

-11 los vértices del ortoedro serdn: el conocido (12,21,-11), el que estd en la arista | que serd
0°(0,0,-11) y los otros dos los obtenemos como sigue,

enelplano z=-11 las rectas paralelasa m y n del plano z = 0 tiene por ecuaciones:

x=2u x=y
myy=pu n:yy=-2y grdficamente
z=-11 z=-11

L AIE, 21, 1)
20

15

10

)/SO’

para encontrar los otros dos vértices procedemos de la siguiente forma,
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20

il E m
0 -5 5 10 15 20 25
-5
x=12+4
recta r que pasa por A’(12, 21, -11) y es paralelaa n’ r:qy=21-24
z=-11
B’ punto de corte entre r y m”
12+A=2u
A-2u=-12 2% (24-4u=-24
A=A = e 7 24— u=-21
~l1=-11 #= #=
sumando — —-5u=-45 —» u=9 = B(189,-11
x=12+21
recta s que pasapor A’(12, 21, -11) y es paralelaa m’ s:yy=21+4
z=-11
C’ punto de corte entre s y n”
12+2A=y
2A—-y=-12 2.I* [4A-2y=-24
21+ A==-2y N
A+2y=-21 A+2y==-21
—11=-11

sumando — 5A=—45 — A=-9 = C(C(-6,12,—1])

Los vértices correspondientes en el plano z = 0 serdn:
0(0,00),A(12,21,0),B(18,9,0) y C(-6,12,0)

Los ocho vértices del ortoedro son:
0(0,0,0) z

A(12,21,0)
B(18,9,0)
C(-6, 12, 0)

0’ (0,0, -11)

{12,21,-11)

A’ (12,21, -11)

B’ (189, -11)

C’(-6, 12, -11)

b) El ortoedro estd definido por los vectores

— E— —

00'=(00.-11) OB =(89.0) OC =(-6120)
0 0 -11 5 o

Luego V=[|8 9 0 =—11‘ . 12"=|—11(18.12+6.9)|=|—11.27O|=297O
-6 12 0

Es decir V =2970 u’
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Matemiticas II Septiembre 2005

EJERCICIO A

PROBLEMA 3. a) El perimetro de un sector circular de radio R es 4 m. ;Cudntos radianes & debe medir su dngulo
central para que su drea sea maxima? (1,8 puntos). (Nota: Perimetro =2 R + R @ ; Area=l2c Rz)
b) El 4rea de otro sector circular es 1 m”. ;Para qué radio es minimo su perimetro? (1,5 puntos).

Solucion:

a) Como @ es el dngulo central de un sector circular, tomara valores entre 0y 27,
Conocemos P=2R+ R &«
A=1laR
P =4y buscamos & para que el drea sea mdxima

4=2R+Ra — 4=R(2+a ) > R= 4
2+a
sustituyendo en la formula del drea,
2
A:l%:4 jzs g
2 2+« 2+a)
2
derivamos A’ =8 (2 * 0!) a %‘(2 +a) = simplificando por 2+ &) = SM =
2+a) 2+a)

2-a  16-8a

2+a) (2+a)

Para no calcular la segunda derivada de A, obtendremos el mdximo de A mediante el estudio de la monotonia de A,
16-8a=0 — a=2

Q+a)’=0 - 2+a=0 - a=-2

Como @ toma valores entre 0y 27, el estudio del signo de A’ lo hacemos en este intervalo,
. _

n] 2 27

Por lo tanto para & =2 hay un mdximo. El drea serd mdxima cuando & = 2 rds.

b) Como R es el radio de un sector circular R debe ser un niimero positivo.
Conocemos P=2R+R
A=1aR
A =1 y buscamos R para que el perimetro sea minimo

loar=1 5 aR?=2 5 0{=i2
2 R

P:2R+R%:2R+£
R R
, 2
P=u

2—%%:0-+ 2R*-2=0 — 2R’=2 — R’=1 — R=t%I

Como el radio no puede ser negativo, solucion R = 1
Estudiamos el signo de P’,

| |
| [
0 1

Para R =1 el perimetro es minimo.
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Matemiticas II Septiembre 2005

EJERCICIO A

PROBLEMA 4.1. El caudal de agua (es decir, el volumen por unidad de tiempo) que circula por una
tuberia cilindrica es proporcional a la cuarta potencia de su radio. Para abastecer a una poblacion, se han
previsto tuberias de cierto radio, pero el fabricante las suministra de un radio que es un 0,5% menor. Estimar
en qué porcentaje se reducird el caudal real respecto del previsto. (3,3 puntos).

Solucion:
Llamando C al caudal, del enunciado C =K I
Como el radio de las tuberias es un 0,5% menor, r; = 0’995 r ( r radio previsto, r; radio real)
El caudal que circula por las tuberias proporcionadas serd:
Cr=K(r)) =K (0995 r) = K+ 0°9801495 = 0’98 K r* = 0’98 C
El caudal real se reduce, aproximadamente, en un 2% respecto al previsto.
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Matemiticas II Septiembre 2005

EJERCICIO A

PROBLEMA 4.2. Las coordenadas x e y de los puntos (6; 4,5), (3; 2,4), (9; 6,6) y (5; 10) son las calificaciones de
cinco alumnos en Matematicas y Fisica. a) Representar los 5 puntos en unos ejes OXY y dibujar aproximadamente la
recta de regresion de y sobre x (0,5 puntos) y deducir razonadamente a cudl de los nimeros -1, -0,5 6 0,5 estd mds
préximo el coeficiente de correlacién (1 punto).

b) Calcular el coeficiente de correlacién de los cuatro primeros alumnos (0,3 puntos), explicando el resultado obtenido e
interpretdndolo graficamente (1,5 puntos).

Solucion:
a) ¥

10

Como es una recta de
pendiente  positiva el
coeficiente de correlacion
estd mds proximo a 0’5

2 4 5 & 1a 12
b) X y|  # y? xy — 23

3| 24 9| 576 72 X= =37

5 38 25 1444 190 _ 173

6| 45 36 2025 270 y=—,—=432

of 66| 81 4356 594

23 17,3 151, 84,01, 1126 o, = E—5'752 = 21650635
o, = @—4‘3252 =15155445
oy = % —5'75.4325 = 328125

P 328125 — 09999

2'1650635 .1'5155445

Como el coeficiente de correlacion obtenido es prdcticamente 1 posiblemente los cuatro puntos estén situados en una
recta; veamos si es asi.

Obtengamos la ecuacion de la recta que pasa por dos de ellos, por ejemplo, (3, 2°4) y (5, 3°8)
3'8-2'4

y—38= (x=95)
y—=38=07 (x-5)

y=38+07 (x—5)

Veamos si los otros dos puntos pertenecen a esta recta

para x=6 — y=38+07(6—5)=38+07=45 elpunto (6, 4’5) pertenece
para x=9 — y=38+07(9-5)=38+28=6%6 ¢l punto(9, 6°6)pertenece.

Los cuatro puntos pertenecen a la misma recta, la relacion entre ellos es funcional.
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Matemiticas II Septiembre 2005

EJERCICIO B

PROBLEMA 1. En el mercado podemos encontrar tres alimentos preparados para gatos que se fabrican poniendo, por
kilo, las siguientes cantidades de carne pescado y verdura:

¢ Alimento Migato: 600 g de carne, 300 g de pescado y 100 g de verdura.

e Alimento Catomeal: 300 g de carne, 400 g de pescado y 300 g de verdura.

¢ Alimento Comecat: 200 g de carne, 600 g de pescado y 200 g de verdura.
Si queremos ofrecer a nuestro gato 470 g de carne, 370 g de pescado y 160 g de verdura por kilo de alimento, ;qué
porcentaje de cada uno de los compuestos anteriores hemos de mezclar para obtener la proporcion deseada? (3,3 puntos)

Solucion:
Utilizamos las siguientes variables:
X = porcentaje de Migato
y = porcentaje de Catomeal
z = porcentaje de Comecat
Las ecuaciones del sistema las obtenemos a partir de las cantidades de carne, pescado y verdura que queremos obtener
por kilo de alimento.
Carne: 600 x + 300y + 200 z = 470
Pescado: 300 x + 400y + 600 z = 370
Verdura: 100 x + 300y + 200 z = 160
Simplificamos las ecuaciones por 100 Yy el sistema a resolver serd,
6x+3y+27=47
3x+4y+62=37
x+3y+2z=16

Calculemos el determinante de la matriz de coeficientes,

6 3 2
3 4 6=48+18+18—-8-108—18=-50%£0 — S.C.D.
1 3 2
Resolvemos por Cramer,
47 3 2 F-K[31 0 0
37 4 6 37 4 6 i 6‘
16 3 2 16 3 2 3 2 A -
e _ _ _318-18) _ =31 _ .
-50 -50 -50 -50 -50
6 47 2| C;-206 47 -10
3 37 6 337 0 ‘3 37
1 16 2 1 16 0 1 16| 48-3
-50 -50 -50 5 5
6 3 47
3 4 37
1 3 16| 384+423+111-188—-666-144 -8
= = = =016
-50 -50 -50

La solucion es: hay que poner un 62% de Migato, un 22% de Catomeal y un 16% de Comecat.
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Matemiticas II Septiembre 2005

EJERCICIO B

PROBLEMA 2. Dados los planos 7:5x-y—z=0,0:x+y—-z=0 y el punto P (9, 4, -1), determinar:
a) La ecuacion del plano que pasa por P y es perpendiculara 7 ya o (/,5 puntos).
b) El punto simétrico de P respecto de la recta r, interseccién de los planos 7 y ¢ (/,8 puntos).

Solucion:
a) Obtenemos los vectores perpendiculares a los planos dados,

— - - —
u (5-1,-1) luego u Llm, v (Q1L-1) luego v Lo
Para obtener un vector perpendicular a los planos 7 y 0 calculamos el producto vectorial de los vectores

anteriores,

N
- - u - - T
uxv L <5 = uxv L

v o

- - -

- = ! J k -1 =1 -5 =1 - — - - -
uxv=5 -1 —1=i —j +k =i(1+D) = j(-5+D+k(5+D)=
1 -1 1 -1 1 1
1 1 -1
=(2,4,0)

El plano de ecuacion 2 x+ 4y + 6 z + D =0 serd perpendicular a los planos % y 0, como debe pasar por el
punto (9,4, -1),

2.944.4+6.(-1)+D=0

18+16-6+D=0

D= -28

El plano pedidoes 2x+ 4y + 6 7—28 =0, ecuacion que podemos simplificar por 2,
xX+2y+3z-14=0

La ecuacion del plano que pasa por Py es perpendiculara 7= ya 0 es: x+2y+3z-14=0

b) Para resolver este apartado seguiremos el siguiente proceso:

1°) Calculo del plano que contiene a Py es Lar=y

2°) Calculo del punto de corte entrery ¥ = M
3°) Calculo del simétrico de P, P’, sabiendo que M es el punto medio entre Py P’.

1°) El vector director de r serd perpendicular a ¥
Conocemos la recta r como interseccion de dos planos, calculemos su ecuacion paramétrica,

Sx—y—2z=0
r:
x+y-z=0
- Sx—y=z
Como =5+1=6=0
1 xX+y=z
sumando: 6x=2z7 — x= z
3
susttituyendo en la 2* ecuacion: §+ y=z—->y=z —g = %
x=lﬂ
3
La ecuacion pardmetrica de r: |y = %ﬂ AeR
=4
. - (12 -
y el vector director de r: v, = 551 obien v, =(1,2,3)
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La ecuacion del plano ¥ serd x + 2y + 37+ D = 0, como P estd en el plano:
9+2.4+3.(-1)+D=0

9+8-3+D=0

d= -14

La ecuacion del plano ¥ es x+2y+3z —14=0

2°) El punto de corte entre la recta r y el plano ¥ lo encontramos resolviendo el sistema formado por las

ecuaciones dery ¥,

x+y-z=0 1 1 -1
5z—y—z=0 Como |5 -1 —-1=-3-10-1-1-15+2=-28#0 esun S.C.D.
x+2y+3z=14 1 2 3
lo resolvemos por Cramer,
0o 1 -1
0 -1 -1 ‘1 —1‘
14
O B o O U0 -
—28 -28 —-28 —-28
1 0 -1
5 0 -1 1 -1
ol 14 3 - ‘5 —1‘:—14(—1+5):—56:2
-28 -28 —-28 —28
1 1 0
5 -1 0 1 1
14
Z=1 2 14 _ 5 —1:14(—1—5):14(—6):3

-28 -28 -28 —-28
Por lo tanto M (1, 2, 3)

P+r

2
luegoP’=2M-P=2(1,2,3)-(9,4,-1)=(2,4,6)—(9,4,-1)=(-7,0,7)

3°) Por ser M el punto medio del segmento P P’, se cumple, M =

Finalmente, el punto simétrico de P respecto de la recta r, interseccion de los planos 7=y ¢, es (-7, 0, 7)
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Matemiticas II Septiembre 2005

EJERCICIO B

PROBLEMA 3. En el plano se tiene la curva y = x° + 2 x — 1. Encontrar razonadamente las ecuaciones de las rectas que
pasan por el punto (2, 3) y son tangentes a dicha curva (3,3 puntos).

Solucion:
La solucion grdfica del problema es: y

Las rectas que pasan por el punto (2, 3) tienen por ecuacion: y = m (x —2) + 3, siendo “m” la pendiente de la recta.
Para que estas rectas sean tangentes a la curva y = x> + 2 x— 1 deben tocarla en un iinico punto.

Estudiemos el corte entre la curva y la recta,

X+2x-I=m(xx-2)+3

C+2x—I=mx-2m+3
CH+2x—-mx —1+2m-3=0

C+2-mx+(2m-4)=0
Para que esta ecuacion de 2° grado tenga una tinica solucion, su discriminante debe ser cero, es decir:
2-mf-4.1.2m-4)=0

4-4dm+m -8m+16=0
m’—12m+20=0

12+8

o —(-12)$4/(-12)° —4.1.20  124+/144-80 12464 1248 | 2 10
2.1 2 2 2 12-8_,
2

Hay dos rectas tangentes:
para m=10, y=10(x-2)+3; y=10x-17

para m=2, y=2(x-2)+3; y=2x-1
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Matemiticas II Septiembre 2005

EJERCICIO B

PROBLEMA 4.1. El trazado de dos canales navegables en un mapa discurre segun las rectas y=x e y=-x. Dos lanchas
motoras, A y B, salen al mismo tiempo de puntos situados sobre cada uno de los canales a distancias de 20 y 15 km,
respectivamente, del punto P de confluencia de ambos. La lancha A se dirige a P con una velocidad de 30 km/h y la
lancha B se dirige a ese mismo punto con velocidad 60 km/h. Se considera despreciable la anchura de los canales y la
longitud de las lanchas y se pide calcular:

a) La distancia entre las lanchas en funcién del tiempo desde que inician su recorrido (2,3 puntos).
b) La distancia minima a la que pueden estar las lanchas (I punto).
Solucion:

La representacion grdfica del problema es:
20
¥

15

B 10

=20

El punto A puede estar en el primer o tercer cuadrante; el B en el segundo o cuarto. Como los canales son
perpendiculares, independientemente del cuadrante en que estén la solucion se obtiene a partir de los mismos cdlculos.

Como las rectas y =x e y = —x son perpendiculares los segmentos PA y PB son perpendiculares, por lo tanto

d(A,B)=+PA’ + PB’

Como la lancha A se dirige al punto P a 30 km/h PA(t) = 20 - 30t
Como la lancha B se dirige al punto P a 60 km/h PB(t) = 15 - 60t

a)
d(A,B)(t) =\/(2O—30t)2 +(15-60t) =\/400—12OOI+900t2 +225-1800f + 3600 1> =

= /4500 £ =3000 £ + 625

Por construccion el dominio de esta funcion debe ser R* . Vamos a comprobarlo,
4500 1> —3000 ¢ +625 >0

Re solvemos,
4500 1> —3000¢ +625=0

. 3000+ \/ 9000000—-4.4500.625 3000+ 79000000 — 11250000 _ 3000+ +/-2250000

9000 9000 , 9000
La ecuacion no tiene soluciones reales, como el coeficiente de t° es positivo el polinomio de 2° grado siempre es

positivo.

b) Busquemos el minimo de la funcion anterior,
90007 —3000
2,/450072 - 30007 + 625

Estudiemos el signo de la derivada. Ya sabemos que el denominador es positivo, solo necesitamos estudiar el signo del
denominador,

d’(A,B)(¢) =

3000 1

9000 3
Para t< 1/3 d"<0; parat> 1/3 d”>0. Ent = 1/3 hay un minimo relativo.

Como la funcion pasa de decreciente (d’<0) a creciente (d>0), el minimo relativo es el absoluto.

90007 —3000=0 — 90007 = 3000 — ¢
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2
d(A,B)(%j = \/4500(%j - 3000% +625 =~/500—1000+ 625 = /125 = 5/5 = 11180

La distancia minima a la que pueden estar las lanchas es de V5 Km. que aproximadamente son 117180 Km.
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Matemiticas II Septiembre 2005

EJERCICIO B

PROBLEMA 4.2. El peso de los estudiantes de una universidad se distribuye normalmente, con media aritmética 65
kilos y desviacion tipica 1,5 kilos. Obtener razonadamente:

a) El tanto por ciento de estudiantes con peso entre 63,5 y 68 kilos (1,5 puntos).

b) La probabilidad de que al elegir al azar 3 estudiantes dos pesen mas de 68 kilos (1,8 puntos).

Solucion:
Llamando M = peso de los estudiantes, sabemos que M = N (65, 1’5 ).

a)
P(635<M <68) =P 635°65 M-65 68-65
15 15 15
=P(Z<2)-[1-P(Z <1)]=09772-1+08413 = 08185

sz(—1<Z<2)=P(Z<2)—P(Z<—1)=

Por lo tanto el 81°85% de los estudiantes tendrd un peso entre 63’5y 68 kilos.

b)
M —65 _ 68-65
1'5 15

P(M >68) = P[ j =P(Z>2)=1-P(Z<2)=1-09772=0'0228

Llamamos X = niimero de estudiantes que pesan mds de 68 kilos de un grupo de tres.
X=B(3,00228)

3
P(X =2)= @ 00228 09772 = 0'0015

Luego la probabilidad pedida es 0°0015.
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