PAU Comunidad Valenciana — Matematicas Il

Junio de 2011 - Convocatoria ordinaria

En el examen se escoge una opciodn, A o B. Aqui resolvemos todos los problemas de ambas opciones. En cada
apartado explicamos qué buscamos, qué propiedad usamos y como se obtiene el resultado.

Opcion A
Problema A.1- Sistema con parimetro
El sistema es

ct+tyt+tz=m,
S:¢2x+3z2=2m+1,
z+3y+(m—2)z=m— 1.

La matriz de coeficientes y la ampliada son

11 1 1 1 1 m
Cim)=1[2 0 3 |,C*(m)=1|2 0 3 2m +1
1 3 m-—-2 1 3 m—2| m—1

Determinante y casos. Para decidir cuando la matriz de coeficientes tiene rango 3, calculamos su
determinante por la primera fila:

0 3 2 3 2 0
det —1 A 1

et C(m) ‘3 m—2‘ ‘1 m—2‘ ‘1 3‘
=—9-2m—-7)+6=4—2m =2(2 —m).

Por tanto, hay dos casos: sim # 2, el determinante no es cero; si m = 2, el determinante es cero y hay
que comparar los rangos.

a) Todas las soluciones cuando m = 2. Sustituimos m = 2:

rt+y+z=2,
2z + 3z =15,
z+3y=1.

Restamos dos veces la primera ecuacion a la segunda y la primera a la tercera:
z—2y=1,2y—z=—-1.
Son la misma condicién. Tomamos y = ¢, con t € R. Entonces
z=1+2t,z=2—-y—2=2—-t—(1+2t)=1-3t.

Comprobamos los rangos para aplicar Rouché-Frobenius. El menor de orden 2 formado por las dos

primeras filas y columnas 1y 2 vale

11
=-2#0.

b o=

Asi, rg C(2) > 2; como det C'(2) = 0, también rg C(2) < 3, y por tanto rg C(2) = 2. Ademas, la tercera
fila de la ampliada es tres veces la primera menos la segunda, también en el término independiente:

(1’3a0 | 1) :3(1a171 | 2)_(2’(),3 | 5)

Luegorg C*(2) = 2. Como ambos rangos coinciden y son menores que el nimero de incégnitas, el
sistema es compatible indeterminado. La familia completa es

(z,y,2) =(1—3t, t, 1+ 2t), t € R.
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b) Valores de m para los que la solucién es unica. Sim # 2, entonces det C(m) = 2(2 — m) # 0, por lo
querg C(m) = 3. La ampliada tiene tres filas, contiene a C(m) y no puede tener rango mayor que 3; asi
querg C*(m) = 3. Rouché-Frobenius da un sistema compatible determinado. Para m = 2 ya vimos que
hay infinitas soluciones. Por tanto,

hay solucion unica exactamente cuando m # 2.

3

c) Parametro para la solucion dada. Sustituimos (z, ¥y, z) = (3, —%, 0) en las ecuaciones:

T+yt+tz=m — %—%+O=m=>m:1,

224+3z2=2m+1 — 3=2m+1=—m=1,
z+3y+(m—-2)z=m-1 = 3-340=m-1=m=1

Las tres ecuaciones dan el mismo valor, asi que la solucién indicada pertenece al sistema cuando
m = 1.

Problema A.2 - Rectas y plano

Las rectas estan dadas como intersecciones de planos. Las pasamos a ecuaciones paramétricas para leer
un punto y un vector director.

a) Punto y vector director de cada recta. Para 7, elegimos 2z = t. De  + 2 = 2 obtenemos & = 2 — t. Al
sustituiren 2z —y+ 2z =0«

22-t)—y+t=0=y=4—1t.

Por tanto, escribimos la recta en forma paramétrica, coordenada a coordenada:

z=2—1t,
r:cy=4—-t, teR.
z=1,

Tomamos P, = (2,4,0)y d, = (-1,—1,1).
Para s, de 2z — y = 3 despejamos y = 2¢ — 3. Sustituimoseng —y — z = 2:

z—(2z—-3)—2=2=—2=1—u=.

Tomando £ = u, queda la recta en forma paramétrica:

T =u,
s:qy=2u—3,ueR.
z2=1—u,

Asi, P = (0,-3,1) yds = (1,2,-1).
b) Posicion relativa. Primero comprobamos si los vectores directores son proporcionales. No lo son: si

d, = kd,, la tercera componente exigiria k = —1, pero la segunda daria —1 = —2, imposible.
Equivalentemente, su producto vectorial no es nulo. Luego las rectas no son paralelas.

Para ver si se cortan igualamos sus ecuaciones paramétricas:

2—-t=u,
4—t=-3+4+2u,
t=1—u.
De la primera ecuacionu = 2 — t. La tercera exigiriat = 1 — (2 — t) =t —1, esdecir,0 = —1,

imposible. No se cortan. Como no son paralelas ni secantes, son rectas cruzadas.
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¢) Plano que contiene a r y es paralelo a s

El plano debe contener el punto P, = (2, 4, O) y las direcciones d, y dg. Un vector normal se obtiene con
el producto vectorial:

1 2 -1

La férmula del plano general con normal (A, B, C) que pasa por (Zo, Yo, 20) es
A(x — z9) + B(y — yo) + C(z — z0) = 0. Sustituimos:

—(z—2)—-0y—4)—-(2—-0)=0=z+2—2=0.

Comprobacion: todo punto de” cumple z + 2z =2,y 7 - Js =(-1,0,—-1)-(1,2,—1) =0, porlo que 8
es paralela al plano. La respuesta, en forma general, es

|7r:a:—|—z—2:0.|

Problema A.3 - Funcion racional
T
f(2) = x2—3z+2

a) Dominio y asintotas. Para que una fraccién esté definida, su denominador debe ser distinto de cero.
Factorizamos:

22 —3z4+2=(z—1)(z—2).
El denominador se anulaen & = 1y £ = 2; en cualquier otro real no se anula. Por tanto,

Dom(f) =R\ {1,2}.

Las posibles asintotas verticales estan en los puntos excluidos. Como el numerador no se anula alli, la
fraccion diverge. Los signos laterales son:

Limite Signo del denominador Resultado

z—>1"(z-1)(z—-2)>0 f(z) = 400

z—=>1T(z-1)(z—-2)<0 f(z) > —o0

z—2 (z—1)(z—2)<0 f(z) > —oc0

z—o2t(z—-1D(xz—-2)>0 f(z) > +o0

Asi,z = 1 y x = 2 son asintotas verticales.

Para x — +00, dividimos numerador y denominador por x?:
l/x
f(z) = / 5 — 0.

1-3/z+2/x
La asintota horizontal es y = 0. Comprobamos también si existe una oblicua Yy=mz+n:

T 1

m= lim f(z) = lim ——— =0.
z—too I z—to0 2 — 3z + 2

Una recta oblicua requiere m # 0; aquim = 0y el limite de f(a:) ya da la horizontal y = 0. No hay
asintota oblicua.
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h) Crecimiento y decrecimiento
Usamos la regla del cociente, (u/v)' = (u'v — uv') /v, conu=z,u' =1, v=2% — 3z + 2,
vV =2z-3:
(22 — 3z +2) — z(2z — 3)
(2 — 3z +2)2
2 — z?
(2 — 3z +2)2°

f'(z) =

En el dominio, el denominador de f' es positivo. Por eso el signo depende de 2 — x2. Igualamos el
numerador a cero:

2 22 =0=—z=4+V2.

Junto a estos puntos criticos también marcamos las discontinuidades £ = 1, 2, que separan el dominio:

Intervalo o punto Prueba / estado Signo de f' Comportamiento
(—00,—v2) T=-2:2—(-2)2=-2- Decrece

z=—42 f' = 0: cambiade - a + 0 Minimo local

(—v/2,1) z=0:2-0=2 + Crece

z=1 No pertenece al dominio — No es extremo; hay discontinuidad
(1,/2) r=3:2-8=2 + Crece

z =12 f' =0; cambia de + a - 0 Maximo local

(\/5,2) mz% : 2—%=—% - Decrece

T=2 No pertenece al dominio — No es extremo; hay discontinuidad
(2, +00) z=3:2-9=-T7 - Decrece

Los valores de los extremos se obtienen sustituyendo en (f):
F(=v2) = 2v/2 — 3 (minimo local), f(v/2) = —3 — 2v/2 (maximo local en la rama, (1, 2)).

Enz = 1y x = 2 la funcién no esta definida; por ello no son maximos ni minimos, aunque la funcion si
tenga intervalos crecientes o decrecientes a sus lados.

c) Integral indefinida. Factorizamos el denominador y buscamos constantes A, B:

T A B

z-1)(x—-2) z—1 T2

Multiplicando por (z — 1)(z — 2):
z=A(x—2)+ B(x—1)=(A+ B)z — (2A + B).

Igualamos coeficientes: A + B=1,2A4 + B = 0. De aqui A = —1, B = 2. Integramos término a

término:
/f(a:)da:z/(—mil + w32>dcc

=—In|z—-1/+2n|z - 2|+ C.

La constante C es arbitraria (puede elegirse por separado en cada intervalo del dominio). No hay limites de
integracion en este apartado.
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Opcion B

Problema B.1 - Rango e inversa de una matriz

-1 0 1
Am)=10 m 0
2 1 m2-—-1

a) Rango segun m. Para una matriz cuadrada de orden 3, si el determinante no es cero, su rango es 3.
Desarrollamos por la segunda fila:

1

-1
det A(m) =m 6 m?_1

‘ = m(—(m2 -1) - 2) = —m(m? +1).

Como m2 + 1 > 0 paratodo m € R, el determinante solo se anula cuando m = 0.
Sim # 0, det A(m) # 0, luego rg A(m) = 3.

Sim = 0, la segunda fila es nula y el determinante es cero, asi que el rango es menor que 3. El menor de
orden 2 formado por las filas 1y 3 y las columnas 1y 2 es

-1 0
=—-1+#£0.
PR

Por tanto, rg. A(0) > 2, y al combinarlo con el limite superior obtenemos rg A(0) = 2. En resumen:

3, m+#0,
rg A(m) = {2’ 4 ? °
b) Invertibilidad para m = 1. Sustituimos m = 1:
-1 0 1
AQ)=] 0 1 0], detA(1)=-1(1+1)=-2+#0.
Ui a0

Una matriz cuadrada es invertible exactamente cuando su determinante no es cero; por eso A(l) tiene
inversa.

c) Calculo de la inversa y comprobacion. Para hallar la inversa usamos Gauss-Jordan: partimos de
[A(l) | I], aplicamos operaciones elementales por filas hasta que el bloque izquierdo sea la identidad y
leemos la inversa en el bloque derecho. Cada operacion se muestra por separado.

Primero cambiamos el signo de la fila 1, F; < —F}:

-1 0 1|1 0 O 1 0 -1|]-1 0 0
Fi+—F,
0 1 0({01 0]—— |0 1 O 0 1 0
2 1 0|0 0 1 21 0 0 01
Eliminamos el 2 situado bajo el primer pivote, F3 < F3 — 2F:
1 0 -1|-1 0 0 1 0 -1|-1 0 0
F3<F3—2F;
01 o0 O 1 0]—— |0 1 O 0 10
2 1 0 0 0 1 01 2 2 01
Anulamos el 1 de la segunda columna en la fila 3 con F3 < F3 — FY:
1 0 -1|-1 0 0 1 0 -1|-1 0 0
F3«F35—F,
01 O 0O 1 0] —— |0 1 O 0 1 0
01 2 2 01 0 0 2 2 -11
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Normalizamos el pivote 2 de la fila 3
Aplicamos F3 < %F3Z

10_1_100F<—£F10_1_100
01 0|0 1 ofl2—2%]01 0|0 1 o0
00 2]2 -11 00 1|1 —% 3
Paso final: anulamos el término sobre el tercer pivote
Usamos F4 < F; + F3 para anular el —1:
10 -1|-1 0 0 1000 —5 3
01 0|0 1 o2 1o 10|0 1 o
1 1
00 1]1 -5 3 00 1|1 -1 1
Asi,
1 1
0 -3 3
AQ)*=]l0 1 o
1 1
1 -3 3

La regla de la multiplicacion matricial es que cada entrada se obtiene con un producto escalar entre una fila
y una columna. Para A(1)A(1) ™!, calculamos las tres filas por separado:

Fi=((-10+0-0+1-1, (-1)(=3)+0-1+1(—%), (-1)(3)+0-0+1(3)) =(1,0,0),
F,=(0-0+1-0+0:1,0-0+1-14+0-1,0-14+1-040-0)=(0,1,0),
F;=(2-0+1-0+0-1, 2(—1)+1-140(—%), 2(3)+1-0+0(3)) = (0,0,1).

Juntando esas filas,

ADAQ) L =

o O =
oS = O

Verificacion de A (1) ~*A(1)

Repetimos el calculo en el orden contrario, ahora multiplicando las filas de A(l)_1 por las columnas de

A(1):
Fr=(0(-1)-%.0+%.2,00-2-1+1.1,0.1-1.0+1.0)=(1,0,0),
F,=0-(-1)+1-0+0-2,0-0+1-14+0-1,0-1+1-0+0-0) = (0,1,0),
F3=(1(-1)-%-0+%-2,1-0—3-1+%-1,1-1— 1.0+ 3 -0) =(0,0,1).

Por tanto,
1 00
A4 =(0 1 0] =1
0 01

Las dos multiplicaciones dan la identidad, asi que la inversa queda verificada por ambos lados.
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Problema B.2 - Rectas, interseccion y planos

La letra del enunciado es A A. Escribimos 7 en forma paramétrica, con cada coordenada expresada en
funcion de ese parametro:

T =,
r:cy=1—X\, A€ER.
z =3,

Para 8, tomamos p como el valor comun de las expresiones del enunciado y obtenemos directamente su
forma paramétrica:

r=1+p,
$:{Y=u, u e R
z2=3+p,

a) Vectores directores. De las expresiones paramétricas se leen

—

Jr = (17 _170)a ds = (17 1, 1)'

b) Plano perpendicular a r por (O, 1, 3). Un plano perpendicular a una recta tiene por vector normal un
vector director de esa recta. Usamos 72 = (1, —1,0). La forma general es nyz + nyy + n,z + D = 0; al
sustituir el punto:

le —1y+0z2+D=0,0-1+0+D=0=D=1.

Por tanto, el plano en forma general es

m:x—y+1=0.

c) Punto de interseccion y plano que contiene ambas rectas. Igualamos las parametrizaciones. En las
coordenadas (z, ¥, 2):

A=1+up,
I—AZM,
3=3+p.

La tercera ecuacion da p = 0; la primera, entonces, da A = 1. La segunda también se cumple: 1 — 1 = 0.
Sustituimos, por ejemplo, en r:

P=r(1) = (1,0,3).

— —

Las dos direcciones del plano buscado son d, y ds. Su producto vectorial es un vector normal:

i j k
n=d,xd,=|1 -1 0|=(-1,-1,2).
1 1 1

Aplicamos la ecuacion de plano por el punto P = (1,0, 3):
—(z—-1)—y+2z2-3)=0= —zz—y+2z—-5=0.

Multiplicando por —1, una forma equivalente y mas sencilla es

|7r2:w—|—y—2z+5=0.
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Problema B.3 - Area maxima de un rectangulo
Sea & > 0 la abscisa del vértice derecho superior e inferior; los vértices izquierdos tienen abscisa —z. Las

curvassony =4 — x? (parte superior) y y= x2 — 16 (parte inferior).
y
T
y=4-x*
X
=X X
D C
y=x2-16

a) Funcion de area. Los puntos superiores deben perteneceray = 4 — z?, cuyo arco solo esta definido

para —2 < x < 2. Como & es positivo, 0 < z < 2. La parabola inferior admite este mismo intervalo. Las
coordenadas de los cuatro vértices son

Vértice Coordenadas
A (z, 4 — z?)

B (—z, 4 — z?)
C (z, % — 16)
D (—z, =% — 16)

La base es la distancia entre abscisas  y —z: ¢ — (—z) = 2. La altura es la diferencia entre las
ordenadas superior e inferior:

(4 — 2%) — (2% — 16) = 20 — 2z°.

Usando srea = base x altura:

S(z) = 2x(20 — 222) = 40z — 42, 0 < z < 2.

Academia de Matematicas, Fisica y Quimica - Clases individuales y grupales - Preparacion Selectividad, PCE y +25


https://tuprofealrescate.com

b) Valor de 2z que maximiza el drea
Derivamos la funcién del area y buscamos sus puntos criticos dentro del dominio:

10
S'(z) = 40 — 122? = 4(10 — 3z?), S'(z) =0 =z = =+ 3
Como z > 0, el unico punto critico posible es £y = \/ 10 Ademas Ty < 2, pues 0 < 4, asi que esta
permitido. Comprobamos el signo de la derivada a ambos lados:

Intervalo o punto Prueba / calculo Signo de S’(z) Comportamiento
(0, o) z=1:40-12=28>0 - Crece

T =g S'(mo) = 0; cambia de + a - 0 Maximo

(z0, 2] r=:40—12- ?gé = —% <0- Decrece

Asi, S crece hasta z¢ y decrece después. Para confirmar el maximo absoluto en el intervalo permitido,
comparamos con el extremo & = 2:

S(2) =40-2—4-2° =48, lim S(z) = 0.
z—0+t
El punto interior donde cambia de crecimiento a decrecimiento es, por tanto, el maximo absoluto y

10 _ /30
3 ™S

¢) Area maxima
Sustituimos el valor exacto de 2 en la funcion de area:

_ 40,/ _ %0 [10
3 3V 3
_ 80 [10 8030
3V 9
~ 48.6864 unidades®.

unidades? | (aproximadamente 48.6864 unidades?).

El area maxima exacta es

804/30
9
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