PAU Andalucia - Matematicas Il

Reserva A de 2017 - Curso 2016/2017

El examen propone dos opciones y se debe elegir una. Para repasar todos los contenidos, resolvemos los cuatro ejercicios de ambas opciones.

Opcion A - Ejercicio 1

Sea r el radio del cilindro y h su altura. La capacidad fija exige

20

arlh =20r = h=—, r > 0.
r

Las dos tapas tienen en total un area 272 y cuestan 10 euros por metro cuadrado; la superficie lateral tiene
area 2nrh y cuesta 8 euros por metro cuadrado. Asi, el coste total es

320
C(r) = 10(27r2) + 8(2nrh) = 20mr2 + 220
T
Buscamos su minimo en » > 0:

3207
2

C'(r) = 407r — =0=r*=8=r=2m.

Ademas, C”(r) = 407 + 6407 /r3 > 0, por lo que este punto critico da el minimo. Con la restriccion de volumen,
h =20/2% = 5 m. Por tanto, el depdsito de menor coste tiene

Opcion A - Ejercicio 2

8
1
I:/ - 4
0 2+vVx+1

a) Aplicamos el cambio sugerido t =2+ +/z + 1. Entonces vz + 1 =t — 2, 2 = (t — 2)2 — 1y do = 2(t — 2) dt.
Los limites cambian: siz =0, t = 3; si z = 8, t = 5. Por tanto,

5 —
- [
3 t

b) Simplificamos el integrando y calculamos la integral definida:

> 2 5 5
1:2/ 1-Z)dt=[2t—4Int]; =4—4In(< ).
3 t 3
I:4—4In(5).
3

Asi, el valor exacto es

Opcion A - Ejercicio 3

a) Como A es simétrica, AAT = A%. Multiplicamos:

T _ 42 (D -2 (4 =2
== (0, ) (Y )

Al restar entrada a entrada obtenemos

T _ — 10 —
AA 2A_<O 1)-1,
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como se queria comprobar.
b) De A? —2A = I se deduce A(A —2I)=1. Portanto, A~' = A-2I,y

4 (0 -1
A _(_1 _2>.

c) La ecuacion XA + I = 3A equivale a XA = 34 — I. Como A es invertible, multiplicamos por A~! a la
derecha:

X=BA-DNA'=3I-A"'=5I- A

X:G’ ;)

Asi, la matriz pedida es

Opcion A - Ejercicio 4

a) El plano de simetria debe pasar por el punto medio de AB y ser perpendicular al segmento. Calculamos

M= AJQFB = (0,-1,0), AB=B-A=(1—(=1),0—(=2),1— (1)) = (2.2,2).

El vector ﬁ es, por tanto, normal al plano. La ecuacion del plano que pasa por M es
2 —-0)+2(y+1)+2(z—0) =0,

o, simplificando,

[z2+y+2+1=0]

b) La recta que pasa por Ay B tiene vector director d = E = (2,2,2). Tomamos ﬁ =P-A=(-1-
(-1),0-(-2),1—(-1)) =(0,2,2). La distancia de P ala recta es

_|4P x d]

A=

Calculamos el producto vectorial y los modulos:
AP xd=(0,4,-4), [|APxd|=4v2, ||| =2v5.

Por tanto,

Opcion B - Ejercicio 1
La funcién polindmica f(z) = az® + bax? + cx + d esta definida para todo = € R. El extremo relativo en (0,1)
impone f(0) =1y f/(0) = 0. El punto de inflexion (1, —1) exige f(1) = -1y f”(1) = 0. Derivamos:
f'(x) = 3a2® + 2bx +¢,  f'(x) = 6ax + 2.
Las cuatro condiciones se traducen en
d=1, c=0, a+b+1=-1, 6a + 2b = 0.

De las dos ultimas, a+b = —2y b= —3a, porloque a =1y b= —3. Comprobamos que f”(0) = —6 < 0, asi que
el punto (0,1) es efectivamente un maximo relativo; ademas, f”’(x) = 6 confirma el cambio de concavidad
en z = 1. La funcién es

f(x) =a® 32 + 1.

Opcion B - Ejercicio 2

La curva f(x) = v/2x — 2 corta al eje de abscisas cuando 2z —2 = 0, es decir, en (1,0). Larectay =« —5 corta
ese eje en (5,0). Para hallar el corte entre la curva y la recta resolvemos

V2xr —2=x—05.
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El segundo miembro debe ser no negativo, asi que = > 5. Al elevar al cuadrado,
20 —2=(z -5 = (z —3)(x—9)=0.

Solo z =9 cumple z > 5, y el punto de interseccion es (9,4). En (5,9) la curva queda por encima de la recta;
el recinto también incluye la parte entre z = 1 y z = 5, donde la curva esta sobre el eje OX.

a) El esbozo recoge los tres puntos de corte y las dos partes del recinto:

y
(9,4)

b) Como cambia la frontera inferior en x = 5, expresamos el area como suma de dos integrales. En el primer
intervalo se integra la curva menos el eje OX; en el segundo, la curva menos la recta:

A=/5x/21:—2dx—|—/9(\/2x—2—(Jc—5))dx.
1 5

c) Una primitiva de \/2z — 2 es 1(2z — 2)*/2. Evaluamos cada parte:

5 1 5
/ V2z —2dr = {3(295—2)3/2] :L;/?7
1 1

9

/59(\/2x7—2_ (z — 5)) dz = B(zx ) ? —|—5:c}

_ 64 16v2
3 3 '

Al sumar, los términos con /2 se cancelan y el area total es

5

A= 43—0 unidades?.

Opcion B - Ejercicio 3

a) Para una matriz 3 x 3, al multiplicar todas sus filas por 2, el determinante queda multiplicado por 23. Por

tanto,
det(24) = 8 det(A) = 8 = | det(4) = 1.

b) Multiplicar una fila por 3 multiplica el determinante por 3; multiplicar otra fila por —1 lo multiplica por —1.
Asi, el factor total es -3y

| det(B) = —3det(4) = 3. |

c) En este apartado,
x 1 1
A=|z+1 2 2
T —rz+2 1
La condicion det(24) = 8 equivale de nuevo a det(A4) = 1. Calculamos el determinante desarrollando por la
primera fila:
detA=z(2-2(-z+2)) — ((z+1) — 22)
+ @+ 1)(—z+2) -2z
=22 -22+1=(x—1)>~
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Igualamos a 1y resolvemos:
(6-1°=1=s2-1=%1—[z=00z=2]

Opcion B - Ejercicio 4

a) Formamos los vectores desde A hasta los otros tres vértices:
AB=B - A=(0-1,-2-1,2—1)=(-1,-3,1),

AC=C-A=(-1-1,0-1,2-1)=(-2,-1,1), AD=D-A=(2-1,-1-1,-2—1) = (1,-2,-3).

El volumen de un tetraedro es la sexta parte del valor absoluto del determinante de los tres vectores que
concurren en un vértice:

1 -1 -3 1
V= 5 det|{ -2 -1 1
1 -2 -3
El determinante vale 15, asi que
15 5
V="=1,
6 2

b) Un vector normal al plano ABC es el producto vectorial de dos vectores del plano:
= AB x AC = (=2, -1, -5).
Usando el punto A = (1,1,1), la ecuacion general del plano es
2x—-1)—(y—1)-5(z—1)=0=2z+y+52—8=0.

La recta perpendicular a ese plano tiene como vector director el normal 7 (podemos tomar también su op-
uesto). Debe pasar por D = (2, -1, —2), por lo que, en forma paramétrica,

=242t
:Qy=—1+t, teR.
z = —2 4 bt,
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