PAU Comunidad Valenciana - Matematicas Il

Septiembre de 2012 - Convocatoria extraordinaria

En el examen se elige A o B. Aqui desarrollamos las dos opciones paso a paso para que puedas seguir las operaciones
y comprobar los resultados.

Opcion A
Problema A.1 - Sistema homogéneo con parametro
El sistema del enunciado es

z—2y—3z=0,
Sa:83z+10y—2z=0,
z+ 14y +az=0.

Es homogéneo: el vector de términos independientes es nulo. La matriz de coeficientes y la ampliada son

1 -2 -3 1 -2 —30
A,=[3 10 -1],42=[3 10 -1]0
1 14 a 1 14 a |0

Determinante y discusion del parametro. Para saber cuando la matriz cuadrada tiene rango 3, calculamos
su determinante. Desarrollando por la primera fila:

1 -2 -3
det4,=1(3 10 -1
1 14 «

= (10a + 14) + 2(3a + 1) — 3(42 — 10)
= 100+ 14 + 60+ 2 — 96
= 160 — 80 = 16(c — 5).

Por tanto, el determinante se anula si y solo sia = 5.

Caso o # 5. Entonces det A, # 0, asi que rg(A,) = 3. La matriz ampliada tiene el mismo rango:
contiene esas tres columnas y no puede tener rango mayor que 3 porque solo tiene tres filas. Por Rouché-
Frobenius, rg(Aq) = rg(A%) = 3, igual al nimero de incognitas. El sistema es compatible determinado.
Al ser homogéneo, su Unica solucion es la trivial.

Caso a = 5. El determinante es cero y debemos calcular los rangos. El menor de orden 2 de las filas 1y 2 'y
las columnas x, y vale

1 _2—10—|—6—167é0
3 10| N ’

Asi que rg(As) > 2; como el determinante de orden 3 es cero, rg(As) = 2. En la ampliada se cumple
(1,14,5|0) = —2(1,—-2,-3| 0) + (3,10,—1 | 0),

De modo que la tercera fila depende de las dos primeras. El mismo menor no nulo prueba que rg(A}‘,) = 2.
Por Rouché-Frobenius,

rg(4s) =rg(A;) =2 < 3,

Y el sistema es compatible indeterminado.
a) Solucién cuando a = (). Sustituimos en el determinante:

det Ag = 16(0) — 80 = —80 # 0.

Entonces rg(4g) = rg(AS) = 3, y por Rouché-Frobenius hay una tnica solucion. Como el sistema es
homogéneo, (0, 0, 0) satisface las tres ecuaciones; por unicidad, la solucion es | (z,y, 2) = (0,0,0)|
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b) Valor con infinitas soluciones. El sistema homogéneo tiene infinitas soluciones exactamente cuando su
matriz de coeficientes pierde rango 3 sin que la ampliada aumente el rango. La discusidn anterior muestra
que esto ocurre para

a=>5|
c) Todas las soluciones paraa = 5. Tomamos 2z = t, con t € R. De la primera ecuacién,
z—2y—3t=0 = z=2y+ 3t

Sustituimos en la segunda:

¢
32y +3t) +10y—t=0 = 16y +8t=0 = y=—.

Por tanto, z = 2(—t/2) + 3t = 2t, y la tercera ecuacion queda satisfecha. La familia completa es

t
(z,y,2) = (2t,—§,t), teR.

Problema A.2 - Recta y plano
La recta se da como interseccion de dos planos y el otro plano es

Jrt+y—2=1,
“lz—y—2=0,

a) Vector director y forma paramétrica de r. Restamos la segunda ecuacion de la primera para hallar y:

m:xz+mz=0.

1
(z+y—2)—-(z—y—2)=1-0 = 2y=1 — y=3-

Al sumar las dos ecuaciones obtenemos 2 — 2z = 1, es decir, x — z = % Tomamos z =t,cont € R;
entoncesxz =1t + % Asi,

—

teR,|d=(1,0,1)|

b) Valor de m para que la recta sea perpendicular al plano. El vector normal del plano general
z+mz=0esni, = (1, 0, m). Una recta es perpendicular a un plano cuando su vector director es
paralelo al normal:

(1,0,1) = A(1,0,m).
La primera coordenada da X\ = 1; la tercera, 1 = m. Por tanto,
m=1|

c) Valor de m para que la recta sea paralela al plano. Para que la direccion de la recta sea paralela al
plano, debe ser perpendicular al normal. Usamos el producto escalar:

d-fr=(1,0,1)-(1,0,m) =1 +m.
La condiciones 1 +m = 0, luego
m=—1|
d) Distancia entre 7y 7w param = —1. El plano pasa a ser £ — z = 0, con normal (1,0, —1). Como Ia

recta es paralela al plano, su distancia es la distancia de cualquier punto de la recta al plano. Parat = 0,
P =(1/2,1/2,0). Aplicamos la férmula punto-plano:
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1-3+0-5-1-0 1/2 |2
VEFr0+ (-1 vz L4l

Problema A.3 - Estudio de dos funciones y area
Se estudian f(z) = —z2 + 2z y g(z) = x2. Ambas son polinémicas, por lo que

d(P,7) =

Dom(f) = Dom(g) = R|

a) Crecimiento y decrecimiento. Para hallar los cambios de monotonicidad, derivamos e igualamos cada
derivada a cero.

Para f:
flz)=-2z+2, 2c+2=0=z=1.

Probamos un valor menor y otro mayor: f'(0) =2 >0y f'(2) = -2 < 0.

Intervalo o punto Valor de prueba en f’ Signo Comportamiento

(—o0,1) z=0: fl(0)=2 + Crece
z=1 f'(1)=0 0 Punto critico
(1,+00) z=2: f'(2)=-2 - Decrece

Como el signo cambia de 4+ a —, ftiene un maximo en £ = 1. Su altura es

f(1) =—(1)2+2(1) =1, |miximo de f: (1,1)|.

Para g:
dg(z)=2z,2z=0=z=0.

Probamos a ambos lados: g'(—1) = -2 < 0y ¢'(1) =2 > 0.

Intervalo o punto Valor de prueba en g’ Signo Comportamiento

(—00,0) z=-1:¢g(-1)=-2- Decrece
z=0 g'(0)=0 0 Punto critico
(0,400) z=1:4g(1)=2 +  Crece

El cambio de — a + daun minimoenx =0, y

9(0) = 0, |{minimo de g : (0,0)|.

Comprobacidn de asintotas. Ninguna funcion tiene asintotas verticales: las dos estan definidas y son
finitas para todo £ € R. Tampoco tienen asintotas horizontales, pues f(w) — —00 cuando & — 00,
mientras que g(:z:) — 400. Para una posible asintota oblicua calculamos el limite que daria su pendiente:

fEciU) =—z+2, @:m

Ninguno tiene limite finito cuando & — F00; por tanto, ninguna de las funciones tiene asintota oblicua.
c) Puntos de interseccion. En los puntos de corte las dos ordenadas coinciden:

2

—2’+2c=2> = 22(1-2)=0 = =00z =1

Sustituimos en cualquiera de las funciones: paraxz =0,y = 0; parax = 1, y = 1. Asi,
(0,0) y (1,1)|

d) Area entre las curvas en [0, 1]. En ese intervalo,

f(z) — g(z) = (—=® +22) — 2% = 2z2(1 — z) > 0,

por lo que f es la funcién superior y g la inferior. Usamos la regla «superior menos inferior»:
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A= /0 (f(z) — g(z)) dz = /0 (—22% + 2z) dz.

Integramos cada término:

2
/(—2:132 +2z)dz = — =23 +z* + C.

3

Evaluamos en los extremos del intervalo:

=1

A= [—Ew?’ + :02]
3 =0

(309

1
= 3 unidades?|.

Grafico propio en el intervalo pedido: la region coloreada es la comprendida entre ambas funciones.

AY

rea

f(x)=-x2+2x
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Opcion B

Problema B.1 - Operaciones con matrices

El enunciado da
1 -1 1 0
A= = B?2=_7B
(1 1),U (0 1), 1B+,

donde U es la identidad de orden 2.
a) Hallar a y b para que A? = aA + bU. Primero calculamos la potencia mediante el producto de matrices:

2= 06 -G RN -6 D)

Por otra parte,
1 -1 1 0 a+b -—a
aasw=at Wl )= (7F0 )

Igualamos entradas correspondientes:
—a=-2—a=2,a+b=0=b=-2.

Asi,

a=2,b=-2|

b) Hallar p, q y justificar que Btiene inversa. Partimos de la relacién del enunciado y sumamos 7B a
ambos lados:

B’=-7TB+U = B’+7B=U.
Como U es la identidad,
B(B+T7U)=B*+7B="U.
Asi, B+ TU es una inversa de B (para matrices cuadradas, tener una inversa por un lado basta). Luego
B'=B+1U.

Al comparar con B™! = pB + qU, obtenemos

p=1,g="7|

c) Hallar z, y para que B3 = B + yU. Ya conocemos
B>=_-7TB+U.
Multiplicamos por By volvemos a sustituir B2
B*=B’B
=(-7B+U)B
=-TB*+B

= -7(-7B+U)+B
= 50B — TU.

Por comparacion con B + yU,

z=050, y= —7|.

Las potencias se reducen usando la identidad dada; no se obtiene un ciclo que vuelvaa U.
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Problema B.2 - Recta interseccion de planos
Los planos, escritos en forma general, son

m:2r—y+2—-3=0,0:x—y+2—2=0,7:3x—y—az—b=0.
a) Punto, vector director y ecuaciones paramétricas de 7 = 7 (N 0. Restamos las ecuaciones de wy o:
2z—y+2)—(r—y+2)=3-2 = z=1.
Sustituimos en o
l-y+2=2 = z=y+1.
Tomando y = ¢, cont € R, queda

z=1,
r:Ly=t,
z=1+1.

El punto correspondiente at = 0 es P = (1,0, 1), y el vector que acompafa a t es d= (0,1,1). Por
tanto,

z=1,
P=(1,0,1),d=(0,1,1), r: {y=¢t, teR.
z=1+4t,

b) Plano que contiene r y pasa por @ = (2,1, 3). Desde P hasta () tenemos

_>
PQ=Q-P=(2-1,1-0,3—1)=(1,1,2).

Un vector normal del plano es el producto vectorial de las dos direcciones que lo generan:

—

h=dx PQ= = (1,1,-1).

= O .
_ RSl
N =R

Usamos la ecuacién general de un plano con normal (A, B, C) que pasa por (Zg, Yo, 20):
A(z — z¢) + B(y — o) + C(z — 2z9) = 0.
Sustituyendo (4, B,C) = (1,1,—-1) y P = (1,0, 1):

(z-1)+y—(2-1)=0 = [z +y—2z=0|

Comprobacion: Py @) verifican la ecuacion, y el vector director de 7 es paralelo al plano porque

(1, 1, —1) . (0, 1, 1) =0.

c) Valores de a, b para que T contenga 7. Todo punto de la recta tiene coordenadas (1, t,1+ t). Para que
pertenezca al plano T, debe cumplir su ecuacion para cualquier t:

3(1) —t —a(l+1¢t) =b.
Agrupamos el término constante y el que depende de t:
(3—a)+ (—1—a)t =bparatodot € R.
El coeficiente de ¢ debe ser cero y la constante debe coincidir con b:
—1-a=0—=a=-1,3—-a=b=b=414.

Por tanto,

a=-1,b=4|
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Problema B.3 - Coste minimo de un depadsito cilindrico

El depdsito tiene radio de base «, altura h, capacidad 100 m? y no tiene tapa. Como un radio es positivo, el
dominio del coste sera > 0.

~-_+____— /  abierto

a) Area de la base. La base es un circulo de radio z. Su area es

2 2

Ay =7 = |Ap(z) = 72’ m

b) Area de la pared lateral. El 4rea lateral de un cilindro es circunferencia de la base por altura:

Al = 2mzxh.
Para expresar esta area solo en funcion de &, usamos primero la ley del volumen:
100
V=m2’h=100m® — h="— m.
T2

Sustituimos en el area lateral y simplificamos:

Ai(z) =2z (L.O> _ |20 m?|.

T2 T

c) Funcion de coste. El material de la base cuesta 4 euros por metro cuadrado, mientras que el de la pared
cuesta 2 euros por metro cuadrado. Multiplicamos cada precio por su area:

Cp = 4 - 7z = 4nz?,
200 400

Ci=2-—=—.
x x

La unidad de ambas cantidades es el euro, porque en cada caso se multiplica un precio en euros por metro
cuadrado por un area en metros cuadrados. El coste total es la suma:

400

T

C(z) = 4nz® + , « € (0,+00).

d) Radio que minimiza el coste y coste minimo. Estudiamos el dominio y las asintotas antes de optimizar.
Como x > 0, el Unico punto finito excluido del dominioes ¢ = 0,y

lim C(z) = +o0,

z—0t+

por lo que & = 0 es asintota vertical. Cuando £ — 400, C’(:l:) — 400, asi que no hay asintota horizontal.
Para una posible oblicua,
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C(z ) 400

lim (z) = lim (4dnz+ — | = 4o0;
r—+o00 I T—+400 2

no existe pendiente finita y no hay asintota oblicua.

Derivamos la funcién y buscamos sus puntos criticos dentro del dominio:

400  8ma® — 400

C'(z) = 8nz — = = =

Como 22 > 0, los puntos criticos se obtienen de 87z3 — 400 = 0:

3/ 50

8rz® = 400 =>a:3=ﬂ = x9p=14/—m
T T

Comprobamos el signo de la derivada en puntos de prueba a ambos lados. Usando wmg = 50:
100 800 — 100
= >0

1600 200 — 1600
C,(ﬂ) = 47'(':130 — 2 = 2 < 0, Cl(2$0) = 167‘(‘:130 - 2 = 2
2 Zo Zo Lo B o
Intervalo o punto Valor de prueba en C’ Signo Comportamiento
(0,20) T =x0/2: C'(z0/2) = —1400/z3 - Decrece
T =y C'(zg) =0 0 Punto critico; dominio valido
(20, +00) z =2z : C'(2z9) = 700/z3 +  Crece

En el punto excluido & = 0 la funcion no esta definida; no es un maximo ni un minimo. La derivada cambia
de negativa a positiva en xg, por lo que alli hay un minimo. Ademas, el coste tiende a infinito en ambos
extremos del dominio (0, -|-oo); por tanto, ese minimo es absoluto.

Para calcular el coste exacto, usamos 87r:c3 = 400, de donde 400/z( = 87rw%:
400
Cuin = 4Tzl + —
To
600

= 127z =
o

= 6004’

g

En conclusién,

zo = 2 ~ 25154, Oy = 600,/ % ~ 238.53.

™

El radio esta expresado en metros y el coste en euros. La altura correspondiente es
h =100/ (wz2) = 2z =~ 5.0308, es decir, aproximadamente 5.0308 metros, que verifica la capacidad

requerida.
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