PAU Comunidad Valenciana — Matematicas Il

Junio de 2017 - Convocatoria ordinaria

Se resuelven las dos opciones. En cada ejercicio se explican las formulas utilizadas y se justifican
los resultados.

Opcion A
A.1. Sistema de ecuaciones con parametro
Estudiamos el sistema

—z +ay—+ 2z = a,
2z +ay — z = 2,
ar —y—+ 2z = a.

La matriz de coeficientes y la matriz ampliada son

-1 a 2 -1 a 2 |a
A=|12 a -1|,A*=12 a -1]|2
a -1 2 a -1 2 |a

Para clasificar el sistema usamos el teorema de Rouché-Frobenius: si el rango de A coincide con el
de A*, el sistema es compatible; si ademas ese rango es el nimero de incognitas, la solucion es
Unica; si es menor, hay infinitas soluciones.

Calculamos primero el determinante de A, desarrollando por la primera fila:

a -1 2 -1 2 a
det A = (—1) _q 2‘—a 2‘4—20 4
=—(2a—1) —a(4+a)+2(-2 —a?)
= —3a%2—6a—3
= —3(a+1)2.

El determinante solo se anula cuando
—3(a+1)?=0 < a=-1.

Casoa # —1. Como det A # 0, se tienerg(A) = 3. La matriz ampliada tiene tres filas, asi que
también rg(A*) = 3. Por Rouché-Frobenius,

rg(A) =rg(A*) = 3 = namero de incognitas.

Por tanto, el sistema es compatible determinado (SCD): tiene una Unica solucién. No hace falta
resolverla para clasificarlo.
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Casoag = —1
La matriz ampliada queda
-1 -1 2 | -1
A= 2 -1 -1]| 2
-1 -1 2 | -1
Las filas primera y tercera son iguales, por lo que rg(A) < 2y rg(A*) < 2. Para comprobar que

ambos rangos son exactamente 2, usamos el menor formado por las dos primeras filas y las
columnas de x, ¥:

L menen- @ =3z

Este menor pertenece tanto a A como a A*; asi,

rg(A) =rg(4*) =2 < 3.
Por Rouché-Frobenius, el sistema es compatible indeterminado (SCI): tiene infinitas soluciones y un
parametro libre. Al eliminar una ecuacion repetida, las ecuaciones independientes se pueden escribir
como

z—z=1y—2=0.

Tomamos z = A, con A € R. Entoncesxz =1+ XA ey = A, de modo que

(z,9,2) = (L+ A\ A), AeR.

a) Solucion paraa = 2. El sistema es
—x+2y+22=2,2x+2y—2=2, 2x —y+ 2z = 2.
Restamos la tercera ecuacién de la segunda:
2x+2y—2)—2z—y+22)=0 = 3y—32=0 = y=2=2
Restamos la primera ecuacion de la tercera:
2z —y+22)—(—z+2y+22)=0 = 3z —-3y=0 = z=y.

Por tanto, * = y = z. Al sustituir en la primera ecuacién:

2
—zrz+2r+2r=2 — 3r=2 — w=§.

La solucion pedida es

2 2 2
(CU,:I/,Z) = (gag’g)

b) Valores del parametro para los que el sistema es SCD. La condicion obtenida del determinante
es a # —1. En ese caso hay solucion Unica; para a = —1 hay infinitas soluciones. Por tanto,

El sistema es SCD si y solo si a # —1.

c) Soluciones para a = —1. El calculo de rangos anterior da rg(A) = rg(A*) = 2 < 3, por lo que
el sistema es SCI. Su solucion general es

(z,9,2) = (L+ A, M), AeR.
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A.2. Rectas y planos en el espacio
Seda P =(1,1,1), el plano

m:z+y+z2z—1=0,
y la recta , como interseccion de los planos

T+y—2z2+1=0,
z+2y—2—-1=0.

Antes de operar, expresamos 7 en forma paramétrica. Restando la primera ecuacion de la segunda:

(z4+2y—2—-1)—(z+y—2+1)=0 = y=2.

Al sustituir y = 2 en la primera ecuacion obtenemos ¢ — z = —3, es decir, z = x + 3. Tomamos
r=tconteR:
T =1,
r:dy=2, te R
z=1t+3,

Asi, un punto de 7 es Ry = (0,2, 3) y un vector director es d = (1,0, 1).
a) Plano que contiene 'y P. Otro vector del plano es

—>
RyP=P—Ry=(1,-1,-2).

Un vector normal al plano es el producto vectorial de los dos vectores contenidos en él:
. } > i k
n=dxRP=|1 o 1]|=(1,3,-1).
1 -1 -2

La ecuacion general de un plano de normal (A, B, C) que pasa por (o, Yo, 20) €s
A(z — xo) + B(y — yo) + C(z — z9) = 0. Usando Ry:

(x—0)+3(y—2)—(2—3)=0.

El plano pedido, en forma general, es

o1:x+3y—z—3=0.

b) Recta perpendicular a 7r que pasa por P, distancia de P a 7 y punto de intersecciéon. Un vector

normal de w es 7, = (1, 1, 1). Como la direccion de una recta perpendicular al plano es paralela a
su normal, la recta que pasa por P, escrita en forma paramétrica, es

r=1+1t,
s:qy=14+t teR.
z=1+41,

Para un punto P = (zp,yp, zp) y un plano Az + By + Cz+ D = 0, la distancia es
|Azp + Byp + Czp + D|

VAT BTy C?
Sustituimos P = (1,1,1) y laecuacionz +y+ 2 —1 = 0:

d(P,m) =
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1+1+1-1 2 [2V3
ViZF12 112 V3 3 |

Para hallar el pie de la perpendicular, sustituimos las coordenadas de s en el plano:

d(P,r) =

2
A+ +A+)+ 1+ -1=0 = 2+3t=0 = t=—.

Al sustituir ese parametro en §:

1 11
Smﬂ':Q: (g,g,g)

c) Plano que contiene 7y es perpendicular a 7. Sea 7, un normal del plano buscado. Como T esta

g
en el plano, 7, debe ser perpendicular a su direccion d. Ademas, dos planos perpendiculares tienen
normales perpendiculares entre si, asi que 7, también debe ser perpendicular a 72;. Podemos tomar

e =d X g = (1,0,1) x (1,1,1) = (—1,0,1).
Usamos el punto Ry = (0, 2, 3) de 7y escribimos el plano en forma general:
—(z—0)+(2—3)=0.

Por tanto,

log: —z+2—3=0.]

A.3. Coste minimo de los cables
Situamos P = (z, 0) sobre el segmento horizontal ON, con O = (0,0), N = (18,0) y
M = (0,6). Como P esta entre O y N, la variable cumple

0<z<18.

Por Pitagoras, la longitud inclinada M P y la longitud horizontal PN son

MP =+/z2+62=+/22+36, PN =18 —z.

El cable M P cuesta 10 euros por metro y el cable PIN, 5 euros por metro. El coste total, en euros,
es por ello

C(z) = 1022 + 36 + 5(18 — z), 0 < z < 18.
Para localizar el minimo derivamos:
_ 22 10z
2vV? + 36 Va? +36
Buscamos los puntos criticos resolviendo C’(z) = 0:
% ~5=0 = 2z = /a? + 36.

Como x > 0, ambos lados son no negativos y podemos elevar al cuadrado sin introducir una
solucion negativa:

C'(z) =10- 5.

422 = 22+ 36 — 322 =36 — z = 2V3.

Este valor pertenece a [0, 18]. Ademas,
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360

C” - _ V-
@)= a3y

>0 (0 <z <18),

asi que C'(x) es creciente. Para comprobar su signo a ambos lados del punto critico:

C'(0)=-5<0, C’(6)=%—5=5\/§—5>0.

La derivada pasa de negativa a positiva en T = 2\/5; el coste decrece antes y crece después. Por
tanto, alli se alcanza el minimo absoluto en el intervalo:

r=2V/3m~ 3,4641 m.

Sustituimos este valor en la funcidon de coste:

C(2v/3) = 104/ (2V/3)% + 36 + 5(18 — 2V/3)

= 10v/48 + 90 — 10V/3
— 40v/3 +90 — 10v/3

=90 + 30V/3
~ 141,96 euros.

El coste minimo es, por tanto, |90 + 30v/3 euros , aproximadamente 141,96 euros.

Opcion B

B.1. Operaciones con matrices
Se da la matriz

5 —4 2
C=12 -1 1
-4 4 -1

a) Calculo de C'%. Primero calculamos C? = C - C, multiplicando filas por columnas:

5 —4 2 5 —4 2
cl=12 -1 1 2 -1 1
—4 4 -1/ \-4 4 -1
(25—8—8 —20+4+8 10—4—2
=|10-2-4 -8+1+4 4-1-1
\-20+8+4 16-4-4 -8+4+1

(9 -8 4
4 -3 2
\-8 8 -3

Al comparar las entradas se obtiene
C?=2C -1,

donde I es la matriz identidad de orden 3. Ahora elevamos al cuadrado para obtener la potencia
solicitada:

Academia de Matematicas, Fisica y Quimica - Clases individuales y grupales - Preparacion Selectividad, PCE y +25 https://tuprofealrescate.com


https://tuprofealrescate.com

Ot = (0?2 = (2C — I)?

=4C? —4C+1
=4(2C-1)—4C+1
=4C — 31
20 -16 8 300
=| 8 -4 4]|-1]0 30
~16 16 -4 0 0 3
17 -16 8
=/l 8 -7 4
-16 16 -7

b) Determinante de (34%4)(4A42) 1. La matriz A es de orden 4 y det A = —1. Usamos que, para
una matriz 4 x 4, det(kM) = k* det M, que det(A™) = (det A)™, que el determinante de un
producto es el producto de los determinantes y que det(M ~!) = 1/ det M.

Aplicamos primero estas propiedades por separado a los dos factores:

det(34*) = 3% det(A4*) = 3*(det A)* = 81(—1)* = 81,
det(4A4%) = 4* det(A?) = 4*(det A)? = 256(—1)? = 256.
Por tanto, el determinante del producto indicado es
det((34%)(44%)7!) = det(34*) det((44%) )
1

| W
8 det(4A2)

1

o

i 256
81

256 |

c) Matriz idempotente e invertible. Si B es invertible y B? = B, multiplicamos la igualdad por B!
a laizquierda:

B~'B? = B7'B.
Por asociatividad, B~1B? = (B~'B)B = IB = B, mientras que B~!B = I. Asi,
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B.2. Tetraedro
Sean O = (0,0,0), A = (1,1,1), B=(3,0,0) y C = (0, 3,0).

a) Plano ABC'y altura desde O. Dos vectores contenidos en el plano son

— —
AB=B-A=(2,-1,-1), AC=C—- A= (-1,2,-1).

Su producto vectorial da un vector normal:
— o |1 Tk
n=ABxAC=|2 -1 -1/=(3,3,3).
-1 2 -1
La ecuacion general de un plano con normal (3, 3, 3) que pasa por A = (1,1,1) es
3z—1)+3@y—1)+3(2—1)=0.

Dividiendo entre 3, el plano queda

m:z+y+2z—3=0.

La altura que parte de O debe ser perpendicular a 7, por lo que lleva direccion paralela a 7. En
forma paramétrica:

T =t,
hy:Cy=t, teR.
z=1,

b) Pie H de la altura. El punto H es la interseccion de hgy con . Sustituimosx =y=z=1tenla
ecuacion del plano:

t+t+t—3=0 —= 3t=3 = t=1.

Al sustituir en la recta:

H=(1,1,1).

c) Area de ABC y volumen del tetraedro. El area de un triangulo formado por dos vectores
adyacentes es la mitad del médulo de su producto vectorial:

Aapc =

SV TN TN Y

2
3v3

2

AB X ACH

La altura del tetraedro es la distancia de O al plano ABC. Aplicando la formula de distancia punto-
plano:

0+0+0-3
040+ _3 _»A
V12 4+12 412 /3

El volumen de una piramide es un tercio del area de la base por la altura. Por tanto,

h=d(0,n) =
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1
V = g.A,ABCh
1 33
=3 5" V3
_3
=15}
B.3. Estudio de una funcion
Estudiamos
z2+1
fla) ==

Dominio. El denominador no puede ser cero. Por tanto,

Di={zxcR:z#0}=|R\{0}|

Para & # 0, separamos la fraccién:

1
flz) =z + e

a) Crecimiento, decrecimiento y extremos relativos. Derivamos en todo el dominio:

f/($)=1—i= mz_]_ e (:13—1)(;13+1)

2 xz? x?

Los puntos que separan los intervalos son las soluciones de f’(a:) = 0, es decir, x =

—lyz=1y

el punto £ = 0, donde la funcion no esta definida. Para estudiar el signo probamos un valor dentro

de cada intervalo:

Intervalo | Valor de prueba | Signo de f | Comportamiento
(—o0,—1) —2 + Creciente
(—1,0) —3 - Decreciente
(0,1) = — Decreciente
(1,+00) 2 + Creciente

Asi, la funcion es creciente en

(—OO, _1) U (1, —|—OO)

y decreciente en

(—1,0)U (0, 1)}

Enx = —1, el signo pasa de 4+ a —, por lo que hay un maximo relativo. Su ordenada es

f(—l) =—-1-1=-2.
Enz = 1, el signo pasa de — a +, asi que hay un minimo relativo:

f)=1+1=2.

En 2z = 0 la funcién no existe; es una separacién del dominio, no un maximo ni un minimo. Por tanto,

los extremos relativos son |maximo relativo (—1, —2), minimo relativo (1,2)]|.
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h) Asintotas
Comprobamos las verticales, horizontales y oblicuas.
- Vertical. Al acercarnos a 0, el término 1/ domina:

. 1 ) 1
lim (m + —) = 400, lim (:1: + —) = —00.
z—0t x z—0~ T

Por tanto, £ = 0 es una asintota vertical.

- Horizontal. Para que y = L sea horizontal, f(x) debe tender a un numero finito cuando  — +00
ox — —o0. Aqui

:cl—l>r-l{loo f(w) = too, :cl—l>r—noo f(w) -

No existe asintota horizontal.
- Oblicua. Calculamos la pendiente y la ordenada al origen de una posible recta y = mx + n:

m = lim f(z) = lim (1—|—i2)=1,
T

T—F+oo X z—=+00

r—t00 +o0 x

. . 1
n= lim (f(z) —mz) = lim (w+— —w) = 0.
T—>
Asi, la asintota oblicua en ambos extremos es

Y= .

c) Area entre la curva, el eje de abscisas ylasrectasz = 1,z = e.En[l,e],z > 0yz + 1/ > 0
: por ello, el &rea es la integral de f entre esos limites.

Desarrollamos primero la integral indefinida:

1 1
/(:c—l——)dwz/a:d:c—l—/—dw
T T
22

Evaluamos ahora en los extremos del intervalo:

A=/e(w+l)da:
1 &

z? ©
= [— +1n |:1:|]
2 1

2 12
= (% —I—lne) — (7 —I—lnl)
e? 1

= 41-=
2+ 2

e2+1
5 |

El 4rea encerrada es | (e? + 1)/2|unidades cuadradas.
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