PAU Madrid - Matematicas Il

Convocatoria de junio de 2005

Se desarrollan razonadamente las dos opciones del examen.

Opcion A - Ejercicio 1. Integracion por partes
Aplicamos integracion por partes con u = 2z y dv = f’(z) dz, de modo que du = 2dx y v = f(x). Entonces
1 1
/ 2uf (x) de = [2xf(x)]§ — 2/ f(x)dx.
0 0

El término de borde vale cero porque f(1) =0y en z = 0 aparece el factor z. Como la integral de la izquierda
es 1,

1
1=-2 dx.
| 1@
! 1
Conclusion. | f(z)dz =—=.
0 2
Opcidn A - Ejercicio 2. Determinacion de un polinomio

Escribimos p(z) = ax® + bz? + cx + d. El punto de inflexién (0, 1) impone p(0) = 1y p”(0) = 0. El maximo relativo
en z =1 exige p'(1) = 0 y luego comprobaremos que p”(1) < 0. Por ultimo usamos el dato de la integral:

d=1,
% = 0,
3a+2b+c=0,

! 5
/ (am3+bx2+cm+d)dx:1
0

Conb=0yd=1,laultima condicién queda % + $ +1 = 2. Junto con ¢ = —3q, resultaa = —1 y c = . Ademas,

. - ‘s 1 3
p’(1) = 6a +2b = —2 <0, que confirma que se trata de un maximo. Conclusién. p(z) = —53:3 + 5T + 1.
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Opcion A - Ejercicio 3. Discusion de un sistema con parametro

La matriz de coeficientes y la ampliada son

m—1 1 1 m—1 1 1 3
A= m m—1 3 , A* = m m—1 3 2m —1
1 2 m—2 1 2 m— 2 4

Calculamos
detA=(m—4)(m—2)(m+1).

Sim ¢ {—1,2,4}, el determinante no se anula: rg(4) = rg(4*) = 3, igual al numero de incognitas, asi que el
sistema es compatible determinado.

Para los tres valores singulares, los menores de las dos primeras filas y columnas z,y son

31

= -1, m:4:’4 3

-5

Asi, rg(A) = 2 en esos tres casos. Para m = —1 y m = 2, consideramos ademas los menores de A* formados
por las columnas z,y y la columna ampliada:

-2 1 3 1 1 3
-1 -2 =-3|=5, 2 1 3|=2
1 2 4 1 2 4

Por tanto, rg(4*) = 3 > rg(A) = 2 y ambos sistemas son incompatibles. Para m = 4, la segunda fila de A* es
la suma de la primera y la tercera; el menor no nulo anterior garantiza que ambos rangos son dos.
Para m = 4, el sistema queda

3z +y+z2=3,

dx+3y+32=1,

r+2y+2z=4.

Las dos ultimas incognitas aparecen como y + z. Resolviendo se obtiene z =
rg(A4) = rg(A*) = 2 < 3, por lo que hay infinitas soluciones:

(S]]

Yy y+ 2z = 2. En este caso

29
2= (2,2—-tt), teR.
= (22 )

Conclusion. El sistema es SCD sim ¢ {—1,2,4}, Sl sim = —1 0 m = 2, y SCI si m = 4, con la familia indicada.

Opcidn A - Ejercicio 4. Distancia a un punto

a) Los puntos a distancia 3 de P = (1, 3, —1) forman una esfera de centro P y radio 3. Usamos la ecuacion de
la esfera:

(- 12+ (32 +(z+ 1) =9,

b) La recta esta dada paramétricamente por (z,y,z) = (3, 1+ X, 1 —4)\). Sustituimos estas coordenadas en la
ecuacion de la esfera:
BA-12+(A=2)2+(2-4))%=0.

Al desarrollar y simplificar,
26A(\ — 1) = 0,

porlo que A =00 A = 1. Los puntos correspondientes de la recta son
(0,1,1) y (3,2,-3).

Conclusién. Los dos puntos de la recta que estan a distancia 3 de P son (0,1,1) y (3,2, —3).
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Opcion B - Ejercicio 1. Sistema y condicion de compatibilidad

a) Tomamos z = t como parametro libre y resolvemos las ecuaciones restantes:

T+ 2y+ 3z =1,
20 +y —z=2.

De la primera, = + 2y = 1 — 3t. Al combinarla con la segunda se obtiene

x—1+§t ——zt
B L L

Asi, todas las soluciones son (z,y, z) = (1+ 2t,—%t,t),cont € R.

b) Para que la ecuacién anadida no aumente el rango, sus coeficientes deben ser una combinacién lineal de
las filas anteriores. Buscamos r, s tales que

r(1,2,3) + s(2,1,—1) = (5,1, ).

Las dos primeras coordenadasdanr = —1y s = 3, porlo que a = 3r—s = —6. Para conservar la compatibilidad,
el término independiente debe ser la misma combinacion de los términos derechos:

B=r-14+4s-2=—-1+6=5.

Conclusién. Los valores buscados son o = —6 y 8 = 5; entonces la tercera ecuacion depende de las dos
primeras y quedan infinitas soluciones.

Opcion B - Ejercicio 2. Ecuacion matricial
Como A es invertible, partimos de A~'X A = B. Multiplicando por A a la izquierda y por A~! a la derecha,
X =ABA™ .

Con

calculamos primero

y después

B (9 1
X = ABA _(_6 _7).

- 9 11
Conclusién. X = (—6 _7>.

Opcion B - Ejercicio 3. Limites

a) Racionalizamos la diferencia de raices, multiplicando por la suma conjugada:

\/x2+$_\/x2—$_(x2+x)_(x2_x)_ 2
VRl ta+Vaior Valtao+Vaioa

Al dividir numerador y denominador por x (positivo cuando z — +00),

lim (\/12+w—\/12—x) 2

= :1
z—r-+00 Vit1l/z+/1-1/z

Conclusion. El limite del apartado a) es 1.
b) Para v > 0 se cumple arctanu + arctan(1/u) = n/2. Entonces

x (arctan(ef) — g) = —zarctan(e™").

Como 0 < arctan(e™*) < e~ para x > 0, el valor absoluto queda acotado por ze~*, que tiende a cero. Conclu-
sion. El limite del apartado b) es 0.
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Opcion B - Ejercicio 4. Perpendicular comdn y distancia entre rectas

Pasamos las rectas a forma paramétrica:
r:(x,y,2)=(1,1,1) + £(2,3,4), s:(zyy,2) = (-1,2,0) + u(1,-1,2).

Sean P € ry Q € slos puntos extremos del segmento perpendicular comun. Para que Q — P sea perpendicular
a ambos vectores directores, imponemos

(Q—P)-(2,3,4) =0, (@Q—-P)-(1,-1,2) =0.
Al sustituir las expresiones paramétricas, resulta
—29t + Tu = 5, —T7t + 6u =5,

_ 1 _ 22
dedondet= 5 yu =. Por tanto,

=325
27 28 2
P = la78379 s Q: 737§7ﬁ .
2525725 25725725
La recta perpendicular comun tiene como direccion el producto vectorial de los directores, proporcional a
(2,0,—1), y pasa por P:

27 28 29
= (=, 2= 2,0,—1 R.
(x7y7z) (25’25725) +,U( 707 )7 ve

La distancia minima entre las rectas es la longitud de PQ:

d(r.s) = |PQ| = \/(—g) 4 (g) _ %

Conclusion. La perpendicular comun es la recta indicada y la distancia minima es 3/5/5.
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