PAU Madrid - Matematicas Il

Convocatoria de junio de 2013

Se desarrollan razonadamente las dos opciones del examen.

Opcion A - Ejercicio 1. Posicion relativa y rectas

Parametrizamos r tomando z = ¢:

r=1+t,
roqy=t—1, a=(1,1,1).
z=1,

La recta s pasa por Sy = (1,0, 3) y tiene vector director ¢ = (1,1,0). Los vectores directores no son propor-
cionales. Para comprobar si se cortan, igualamos sus coordenadas: la coordenada x daria t = A, pero la
coordenada y exige t — 1 = ), lo cual es incompatible. Por tanto, son rectas alabeadas. Conclusion. r y s son
alabeadas.

b) Recta por P que corta a ambas. Buscamos puntos R € ry S € s tales que P, R, S estén alineados. Al igualar
los vectores R — Py S — P salvo un factor de proporcionalidad, se obtiene

95 7 8 5
R‘(2’2’2>’ 5—(3’3’3)-

En efecto, R— P = §(11,5,3) y S— P = %(11, 5,3). Asi, la recta pedida pasa por P = (—1,0,2) y tiene direccién
(11,5, 3):

r=-14 11y,

Y = 5, peR.

z =24 3u,
c) Perpendicular comdn. Tomamos R = (4,2,3) € r (corresponde at = 3) y S = (%, 3,3) € s (corresponde a
A= g). El vector S — R = (—%, %, 0) es perpendicular a las dos rectas, pues su producto escalar con @ y con v

vale cero. Por tanto, la perpendicular comun es

.1':4—,[11,
y=2+upu, peR.
z=3,

Opcion A - Ejercicio 2. Discusion de un sistema

Escribimos las matrices de coeficientes y ampliada:

a 7 5 a 7 5] 0
A=1|1 a 1], A= 1 a 1| 3
0 1 1 0 1 1]-2

El determinante es det A = (a — 2)(a+1). Sia # 2, -1, entonces rg(A) = rg(A*) = 3 y el sistema es compatible
determinado.

En los valores singulares a = 2, —1, el menor de las dos primeras filas y columnas primera y segunda vale a2 -7,
no nulo en ninguno de los dos casos; por ello rg(A) = 2. Sia = 2, la primera fila es 2F; + 3F3, y los términos
independientes cumplen la misma relacién: 0 = 2-3+3- (—2). Por tanto, rg(A*) = 2 y el sistema es compatible
indeterminado. Si a = —1, se cumple F}, + F, — 6F3 = 0 en los coeficientes, pero0+3 —6(—2) =15 #0en la
columna ampliada; asi, rg(A*) = 3 y el sistema es incompatible. Conclusién. Es SCD si a # 2, —1, SCl sia = 2
y Slsia=—1.
b) Resolucidn para a = 4. El sistema es

4o + Ty + 52 =0,

r+4dy+2z2=3,

y+z=-2

De la tercera ecuacion, z = —2 — y. La segunda da = = 5 — 3y. Al sustituir ambas expresiones en la primera,

456 -3y) +7y+5(-2—-y) =0 = y=1.
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Entonces x =2y z = —3. Conclusién. Para a =4, (z,y,2) = (2,1,-3).

¢) Resolucién para a = 2. La tercera ecuacién da y = —2 — z. Sustituyendo en la segunda, = = 7+ 2. La primera
queda satisfecha por la dependencia ya indicada, asi que tomamos z = ¢ libre:

(x,y,2) = (T+1t,—-2—1t,1), teR.

Conclusién. Para a = 2, las soluciones forman esa familia de un parametro.

Opcion A - Ejercicio 3. Asintotas y tangente

3

La funcién f(z) = 5 esracional y sudominio es R\ {3}. Como el numerador tiende a 27 y el denominador

_r
(z—3)
a cero positivo cuando z — 3, hay una asintota vertical x = 3y f(xz) — +o0o por ambos lados.
Dividiendo polinomios,
a3 —x+6+27x_54
(x—3)% (x—3)
El resto dividido por el denominador tiende a cero al infinito, de modo que la asintota oblicua es y = z + 6.

Para la tangente en x = 2, calculamos

x2 Xr —
=8 ro=-7E0 re-n

La recta tangente cumple y — f(2) = f'(2)(z — 2), luego
y—8 =28z —2).

Conclusioén. Las asintotas son z =3 e y = x + 6; la tangente en x = 2 es y = 28z — 48.

Opcidn A - Ejercicio 4. Integrales

a) Separamos la integral en dos partes. En la primera usamos que la derivada de z2 + 9 es 2z; en la segunda
aparece la forma de la arcotangente:

r—3 1 T
———dr = - In(z? - rtn(—) :
/x2+9x 5 In(z? +9) —arctan (3 ) +C

b) Dividimos cada término por 23 para integrar potencias:

2 2 4 2
2 3 1
[ s [ (S 1ve)a
1 €T 1 €T T
- 2]2 21
1

3 T
= -2 e+ | =2 _In2.
[2352 SR

8

L2 1 ; 21
Conclusioén. Los resultados son 5 In(2? + 9) — arctan (%) +Cy 5~ In2.

Opcion B - Ejercicio 1. Extremos, inflexion e integral

La funcion f(z) = 2cos?z es continua y derivable en todo R. En el intervalo cerrado [, Z], los extremos
pueden aparecer en los extremos del intervalo o donde la derivada se anula:

f(z) =-2sin(2z) =0 = z=0.
Evaluando en —7,0, 7 obtenemos 0,2,0. Por tanto, el maximo absoluto es 2 en z = 0 y el minimo absoluto es

0 en los dos extremos.

La segunda derivada es f”(z) = —4cos(2x). Se anula en = £% y cambia de signo en ambos puntos; alli
f(z) = 1. Los puntos de inflexion del intervalo son (—=7%,1) y (%, 1).

Usando 2cos? z = 1 + cos(2z),
/2

/2 1 . T
/ 2cos?rdr = [az + = sm(%)} =—.
0 2 0 2

Conclusién. Maximo absoluto 2 en z = 0, minimos absolutos 0 en z = +7, puntos de inflexién (+7,1) e integral

s

R
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Opcion B - Ejercicio 2. Ecuaciones y determinantes matriciales

La ecuacion X A = B tiene solucién Unica cuando A es invertible. Calculamos
Por tanto, la solucién es uUnica para A # —1. Para A =4,

4 8 -1
5 5 ) X - BA71 . ( 11)
-2, = = = |-
i1
5 5 5

Para el determinante del apartado c), usamos det(A?B) = det(A)? det(B). Como det(B) = —1,

detA =)+ 1.

|
—
o
QY= =
—
o
S
e O
al~w O

det(A?B) = —(\ + 1)2.

Conclusion. La solucién es Unica si A # —1; para A = 4, X es la matriz indicada, y det(42B) = —(A + 1)2.

Opcidn B - Ejercicio 3. Interseccion con una esfera y distancia
a) Cortes de la recta con la esfera. Parametrizamos la recta desde P = (4, 6,2) con vector director d = (2,1,1):
X(t)=(4+2t,6+1t,2+1).
La distancia de X(t) al centro C' = (1,2, —1) debe ser el radio v/26. Igualamos los cuadrados de las distancias:
(B+2t)2+ 4+t +3+1)2=20 — 3t>+13t+4=0.

Las raices son ¢t = —4y t = —1. Al sustituir:

XCo=(azn x(H)= (B9,

i A 10 17 5
Conclusion. Los puntos de corte son (—4,2,-2)y (¥, 4, 2).
b) Distancia del punto a la recta. La recta tiene punto Ry, = (1, —2,3) y vector director d = (2,1, 2). Usamos la
férmula de distancia de un punto a una recta en el espacio:

1(Q — Ro) x d]|
d(Q,r) = B 22"
' 1l
Con @ — Ry = (—3,3,-3),
(Q—Ro) xd=(9,0,-9),  [(Q—Ro)xd|=9v2, |d]=3.

Conclusion. La distancia es 3v/2.

Opcidn B - Ejercicio 4. Plano y dngulo
Parametrizamos la recta dada por la interseccion de dos planos. Tomando z = ¢, resultay =2t +1y 2 = 3t -3,
asi que su vector director es d = (1,2, 3). El plano = tiene normal 7i = (2, -1, 1).

a) Plano por P, paralelo a r y perpendicular a «. El vector normal del plano buscado debe ser perpendicular
a d (porque contiene una direccion de ) y a 7 (porque los planos son perpendiculares). Podemos tomar
m=nxd=(-5,-505)~ (1,1,—1). Usando P = (1,0, —1),

(x—1)+y—(z+1)=0.

Conclusién. El plano pedidoes z +y — 2z —2=0.

b) Angulo entre » y 7. Si 6 es dicho angulo, el seno se calcula con el producto escalar de la direccién de la
recta y la normal del plano:

sinfg =

3 3
Id|[7  VIdve V84

Conclusién. § = arcsin <>

V84
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