PAU Andalucia - Matematicas Il

Modelo UA 3 de 2015 - Curso 2014/2015

El examen ofrece dos opciones; se desarrollan las dos para repasar todos sus ejercicios.

Opcion A - Ejercicio 1

Como la asintota vertical esta en z = 1, el denominador z + ¢ debe anularse alli; por tanto, ¢ = —1. Para
que sea una asintota vertical y no una discontinuidad evitable, el numerador no puede anularse en z = 1.
Dividiendo entre z — 1,
2
ax®+b a+b
xXr) = = axr a .
f@) x—1 tat z—1
La pendiente de la asintota oblicua es el coeficiente de z, asi que a = 2. Derivamos esta expresion y usamos
que hay un extremo local en z = 3:

24+ 245

f’(x):Z—m, f’(S):0:>2—T:0:>b:6.

El numerador en z = 1 vale 2 + 6 = 8 ## 0, de modo que la asintota vertical es efectiva. La solucion es

la=2,  b=6 c=-1

Ademas, f”(3) =2 > 0, por lo que el extremo en z = 3 es un minimo local.
Opcidn A - Ejercicio 2

Integramos por partes, tomando u = 2% y dv = sinz dz. Entonces du = 2z dx y v = — COS :
/7T z?sinzdr = [—xQ COSQU]Z)r + Q/ﬂa:COSxdx.
0 0
Aplicamos integracion por partes de nuevo al segundo término:
Q/chos:ndm =2[zsinz + cosz]) = —4.
0

El primer término vale 72, asi que

s
/ z?2sinzde = 72 — 4.
0
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Opcidn A - Ejercicio 3

a) Despejamos X de la ecuacion matricial
A'XB™' =C.

Multiplicamos por (A*)~! a la izquierda y por B a la derecha:
X = (AH"'CB.

La matriz A es simétricay

Ademas,

Por tanto,

b) Como B es invertible,
det(B‘l(CtC)B) = det(B~!)det(C'C) det(B) = det(C'C).

La matriz C tiene dos filas y tres columnas, asi que rg(C) < 2. Por ello C*C es de orden 3 y tiene rango menor
que 3; es singular. Concluimos que

det(B~'(C'C)B) =0|

Opcion A - Ejercicio 4

La recta r tiene punto Ry = (1,1, —2) y vector director @ = (0,0, 1). La recta s se escribe en forma paramétrica
apartirdez—y=1yz=—1:

r=1+4t,
s:{y=t, teR,
z=-1,

por lo que un punto es Sy = (1,0, —1) y un vector director es ¥ = (1, 1,0).
a) La direccion de una perpendicular comun debe ser ortogonal a @y a @. El producto vectorial proporciona
esa direccion:

i@ x¥=(-1,1,0).

Sean P = (1,1,A—-2)eryQ = (1+tt,—1) € s. Paraque P@ = () — P sea perpendicular a ambas rectas,
imponemos sus productos escalares con los dos vectores directores:

1
(Q-P)i=1-2=0=A=1 (Q-P)i=2-1=0=1=g.

Asi, P =(1,1,—1) y la perpendicular comun, en forma paramétrica, es

.I‘:l—/,é,
y=1+u, peR.
z=—1,

b) Para dos rectas cruzadas, usando puntos Ry, Sy Yy directores #, 7, la distancia es

|(So — Ro) - (i x )]
[ > |

d(r,s) =

Aqui Sp — Ry = (0,-1,1) y 4 x ¥ = (—1,1,0), asi que

C10,-1,1) - (=1,1,0)] | V2
d(r.s) = 12tz |2
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Opcidn B - Ejercicio 1

Llamamos x a la anchura del terreno, perpendicular al rio, e y a su longitud, paralela al rio. La superficie
impone zy = 180000, y solo se valla tres lados, por lo que la longitud de valla es L = 2x + y. Despejamos y
para expresar todo en funcién de una variable positiva:

180000 180000
= , L(z) =2z + , x> 0.
Buscamos el minimo derivando:
180000
L'(r)=2— =0 = 2% = 90000.

x2

Como = > 0, z = 300 m y entonces y = 180000/300 = 600 m. Ademas, L"(z) = 360000/z3 > 0, por lo que el
punto critico es un minimo. Las dimensiones son

300 m perpendicular al rio y 600 m a lo largo del rio. ‘

Opcion B - Ejercicio 2

La funcion es par y puede escribirse por tramos:

$2 - 47 |(E| Z 27
4—2% |z| <2

fla) = la® — 4] {

Su grafica corta al eje X en z = +2, tiene un maximo local en (0,4) y ramas parabdlicas crecientes hacia +co
cuando |z| crece. El siguiente esbozo recoge estas caracteristicas y la recta y = 5:

(0,4)

b) Larectay = 5 corta las ramas exteriores cuando z? —4 = 5, es decir, en x = —3y = = 3. En el tramo central
[—2,2] la gréfica es 4 — 22, que queda por debajo de 5; en los tramos exteriores, la grafica 22 — 4 también
queda por debajo de 5 hasta los cortes. El area es, por simetria,

A:Q(/02(5—(4—x2))d:c+/23(5—(x2—4))dx).

Evaluamos por separado:

2 372 3 313
T 14 x 8
14+ 23 dx = == —2¥)dr = |92 — | ==,
/0( o) de {er 3]0 37 /2(9 =) do [91 3}2 3

Por tanto,
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Opcidn B - Ejercicio 3

a) Para a =1, el sistema queda
2z +y =0, r—y—3z=1, r+y+22=0.
De la primera ecuacion y = —2x. Sustituyendo en la tercera obtenemos = = 2z. Al introducirlo en la segunda,

3r—3z2=1 — 3z=1.

oy (241
’y7 - 37 3’3 *

b) Sustituimos el vector propuesto (1, -3, a) en el sistema. La segunda y la tercera ecuaciones se cumplen
para todo «; la primera exige

Asi, z =

W

,x=2ey=—3, porloque

1
3

2-34+(a—la=a—-1 <<= ala—-2)=0.

Los candidatos son « = 0y a = 2. Para que la solucién sea unica, la matriz de coeficientes debe tener
determinante no nulo:

2 1 a-1
det|{l1 —a -3 | =ala—14)
1 1 2

Con «a = 0 el determinante es cero, asi que la solucidén no es Unica. Con « = 2, el determinante vale —4 #0y
la solucion es Unica. Por tanto,
a=2.

Opcion B - Ejercicio 4

La recta se da en forma simétrica:
z+1 y z-—1
3 n 2
Tomando el valor comun como parametro ¢, la escribimos en forma paramétrica:

r=—1+4 3t,
riqy=nt, teR.
z=1+42t,

Asi, unpuntoes Py = (—1,0,1) y un vector director es v = (3,n, 2). El vector normal del plano r es N = (m,5,2).

a) Una recta es perpendicular a un plano cuando su vector director es paralelo al vector normal del plano.
Igualamos sus componentes: (3,n,2) = k(m,5,2). La tercera componente da k = 1, asi que

im=3,  n=5|

b) Para que r esté contenida en , su vector director debe ser perpendicular a N. Ademas, el punto P, debe
pertenecer al plano. Aplicamos ambas condiciones:

(3,n,2) - (m,5,2) =0=3m+5n+4=0,

m(—1)+50)+2(1) =0 = m =2.
Sustituyendo m = 2 en la primera, 6 + 5n + 4 = 0, de donde n = —2. Por tanto,

’m:2, n:—2‘.
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