
Matemáticas II  Julio 2013 

 

OPCIÓN A 
 

PROBLEMA A.1. Comprobar razonadamente, escribiendo todos los pasos del 
razonamiento utilizado que: 

a) Si el producto de dos matrices cuadradas  A  y  B  es conmutativo, es decir que   

A B = B A, entonces se deduce que  A
2
 B

2
 = (A B)

2
.  (2 puntos). 

b) Que la matriz  
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A   satisface la relación  A
2
 – 3 A + 2 I = O, siendo  I  y  O, 

respectivamente, las matrices de orden  3x3  unidad y nula,  (4 puntos), y que una matriz A 

tal que   A
2
 – 3 A + 2 I = O   tiene matriz inversa.  (2 puntos). 

c) Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado, los 

valores   α  y  β   tales que A
3
 = α A + β I, sabiendo que la matriz  A  verifica la igualdad  

A
2
 – 3 A + 2 I = O.  (2 puntos). 

 
Solución: 

a) Debemos comprobar que,  si  A B = B A   →   A
2
 B

2
 = (A B)

2
 

A
2
 B

2
 = A A B B = ( como el producto de matrices es asociativo )  

= A ( A B ) B = ( como  A B = B A ) 

= A ( B A ) B = ( como el producto de matrices es asociativo ) 

= ( A B ) ( A B ) =(A B)
2
 ( como queríamos comprobar ) 

 

b) Calculemos, 
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Por lo tanto hemos comprobado que   A
2
 – 3 A + 2 I = O 

*   *   * 

Si  A  es una matriz que cumple  A
2
 – 3 A + 2 I = O  →  1A−

∃  

Para comprobar  que la matriz  A  tiene inversa debemos obtener una expresión del tipo  A (matriz) = I 

Partimos de:   A
2
 – 3 A + 2 I = O, luego, 

A
2
 – 3 A = O – 2 I 

A
2
 – 3 A = – 2 I, por la propiedad distributiva del producto respecto de la diferencia de matrices, 

A ( A – 3 I ) = – 2 I, multiplicando ambos miembros por 
2

1−
 

( ) I
2

1
I3AA =

−
−  

Hemos obtenido  que  ( ) I
2

1
I3AA =




 −
− , por lo tanto la matriz inversa de  A  es  ( ) 




 −
−

2

1
I3A  
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c) Como  A
2
 – 3 A + 2 I = O 

Multiplicando ambos miembros de la igualdad por la matriz  A  por la derecha, 

A
2
 A – 3 A A + 2 I A = O A, operando 

A
3
 – 3 A

2
 + 2 A = O,  despejando A

3
  

A
3
 = 3 A

2
 – 2 A,   

Como  A
2
 – 3 A + 2 I = O,    A

2
 = 3 A – 2 I,  por lo tanto 

A
3
 = 3 ( 3 A – 2 I ) – 2 A = 9 A – 6 I – 2 A = 7 A – 6 I 

 

Hemos obtenido:  A
3
 = 7 A – 6 I, por lo tanto los valores de   α  y  β   buscados serán   α = 7   y   β = – 6. 
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Matemáticas II  Julio 2013 

 

OPCIÓN A 
 

PROBLEMA A.2. Se dan las rectas 


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21z

1y

1x

ry

2z

y

21x

r 21 ::  ,siendo  α  y  β 

parametros reales. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento 
utilizado: 

a) Unas ecuaciones implícitas de r1.  (2 puntos). 
b) La justificación de que las rectas  r1  y  r2  están contenidas en un plano  π,   (2 puntos) y 

la ecuación de ese  plano   π,   (2 puntos). 
c) El área del triángulo de vértices  P,  Q  y  R,  siendo  P = ( – 1 , 0, 1 ),  Q = ( 0, 1, 2 )  y  R  

el punto de intersección de  r1  y  r2.  (4 puntos). 
 
Solución: 
a) Ecuaciones implícitas de r1 

Conocemos la ecuación vectorial de  r1, a partir de ella obtenemos su ecuación continua, 

1

2z
y

2
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−
==

−
: .  Una ecuación implícita de  r1   será:  
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  ,  efectuando las operaciones, 
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
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

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Solución:   
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b) Justificar que   r1   y   r2   están contenidas en un plano. 

Las rectas   r1   y   r2   estarán contenidas en un plano si son paralelas o si se cortan. 
Estudiemos la posición relativa de las dos rectas. Para ello debemos estudiar el sistema de ecuaciones: 
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, es un sistema de tres ecuaciones con dos incógnitas. 

Su matriz de coeficientes es  
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M   y su matriz ampliada  
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
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Calculemos el rango de  M.  M  es 3x2, su máximo rango será  2. 
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Calculemos el rango de  M´.  M´  es 3x3, su máximo rango será  3. 
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Hemos obtenido que   ran (M) = ran (M´) = 2 = número de incógnitas, por lo tanto es un sistema compatible 
determinado. Es decir, las rectas   r1   y   r2   se cortan. Luego, las dos rectas están contenidas en un plano. 
 
Para obtener la ecuación de este plano, obtengamos el punto, R,  de corte entre   r1   y   r2. 

Del estudio de rangos realizado anteriormente, el sistema a resolver será:  

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De la 1ª ecuación:  α = – 1. Con esta solución es suficiente para obtener el punto  R. 

Sustituyendo el valor de   α   en la ecuación de   r1:  →
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Del plano  π  que contiene a   r1   y   r2   conocemos:  
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Su ecuación se obtiene: 0
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Solución,   π: – x + 4 y + 2 z – 3 = 0 
 

c) Área del triángulo de vértices  P ( – 1 , 0, 1 ),  Q ( 0, 1, 2 )  y  R ( – 1 , – 1 , 3 ). 
Conociendo los tres vértices del triángulo, su área podemos calcularla mediante la fórmula: 
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Finalmente,  222
T u87081u87082861u14

2

1
A ´...´ ≅==  
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Matemáticas II  Julio 2013 

 

OPCIÓN A 
 

PROBLEMA A.3. Se dan las funciones 
x1
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1
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−

+
= ln)(ln)(  . Obtener 

razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) Las derivadas de  f(x)   y   g(x).    (4 puntos). 

b) Los dominios de definición de las funciones   f(x)   y   g(x).  (3 puntos). 

c) La expresión simplificada de la función  f(x) + g(x),  (1´5 puntos), y el recorrido de esta 

función  f(x) + g(x).  (1´5 puntos). 

 
Solución: 

a) 

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
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1
xf ln)(  

Antes de derivar apliquemos propiedades de los logaritmos, ( )[ ])ln(ln)( x1x1
2

1
xf −−+=  

2
x1

1

x1x1

2

2

1

x1x1

x1x1

2

1

x1

1

x1

1

2

1

x1

1

x1

1

2

1
xf

−
=









−+
=









−+

++−
=






−
+

+
=






−

−
−

+
=

)()()()(
)´(  

 

x1

x1
xg

+

−
= ln)( , apliquemos propiedades de los logaritmos, 
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Solución:   
2
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1
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b) Dominio de  








−

+
=
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2

1
xf ln)(  

El argumento del logaritmo neperiano debe ser positivo, luego   0
x1

x1
>

−

+
 

Estudiemos el signo del cociente, 

1 + x = 0;   x = – 1;     1 – x = 0;   x = 1 

Debemos estudiar el signo del cociente en los intervalos:  
 

 

0
1

3

21

21
2x

0
1

1

01

01
0x

0
3

1

21
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2x

<
−

=
−

+
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−
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<
−

=
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−+
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 Luego: 
 

Por tanto,  

Dom f(x) = ( – 1 , 1 ) 
(intervalo abierto) 
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 Dominio de  
x1

x1
xg

+

−
= ln)(  

Como en la función anterior,   0
x1

x1
0

x1

x1
>

+

−
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+
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Estudiemos el signo del cociente, 

Los intervalos a considerar son los mismos que en el estudio del dominio de f(x), 
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 Luego: 
 

Por tanto,  

Dom g(x) = ( – 1 , 1 ) 

 

c)  
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1
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
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
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
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
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
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







−

+
=+

lnlnlnlnlnln

lnlnlnlnlnln)()(
 

 

Es decir,   f(x) + g(x) = 0,   por lo tanto el recorrido de  f(x) + g(x)  es   { 0 } 

 

Clases de preparación para PAU, PCE, Selectividad +25 online, grupos reducidos, horarios flexibles.
Academia ONLINE de Matemáticas, Física y Química  tuprofealrescate.com



Matemáticas II  Julio 2013 

 

OPCIÓN B 
 

PROBLEMA B.1. Se da el sistema de ecuaciones 









=++

=++

=++

1zy5x3

1zyx

1zyx

α

α

 , donde  α  es un paráme- 

tro real. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) Todas las soluciones del sistema cuando   α  = 7.  (4 puntos). 

b) Los valores de   α    para los que el sistema es compatible indeterminado.  (3 puntos). 

c) Los valores de   α    para los que el sistema es compatible determinado.  (3 puntos). 

 
Solución: 

Estudiemos el sistema   









=++

=++

=++

1zy5x3

1zyx

1zyx

α

α

.   Su matriz ampliada, A´, es  
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
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
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α
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La matriz de coeficientes, A, es  3x3   por lo que su máximo rango posible será 3. 

A´ es  3x4  por lo que su máximo rango posible será 3. 

Empezamos estudiando el rango de A, 

1
2

2

7
2

14

2

68

2

368

2

28648

12

71488
078

7815335

153

11

11

2

12

2

22

==

==

=
±

=
±

=
−±

=
−−±−−

=→=+−

+−=−−−++=
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Para  α≠ 1, 7   →   ran (A) = 3 = ran(A´) = nº de incógnitas    →   Sistema Compatible Determinado 

 

Para  α = 7, 

















=

1153
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1117

A´    y   sabemos que  →= 0A ran (A) ≤ 2 

Calculemos el rango de  A, 

→

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
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
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17
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ran (A) = 2 

Calculemos el rango de  A´, 

Sólo nos falta por estudiar el menor de orden 3 que se obtiene al añadir al orlar el menor de orden 2 no 

nulo anterior con la tercera fila y la cuarta columna de A´, 

→== 0A

153

171

117

ran (A´) = 2 

 

Por lo que,  ran (A) = ran (A´) = 2 < nº de incógnitas.  Para  α = 7 el sistema es compatible indeterminado. 

 

 



Para  α = 1, 






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

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

=
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A´ ,  esta matriz tiene la 1ª y 2ª filas iguales, a efectos de cálculo de rango podemos 

eliminar una de ellas, por lo tanto el máximo rango de   A   y   A´  será  2. 

Calculemos el rango de  A, 

→







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ran (A) = 2 

 

Luego    ran (A) = ran (A´) = 2 < nº de incógnitas.  Para  α = 1  el sistema es compatible indeterminado. 

 

 

Procedamos a resolver los apartados. 

 

a) Para   α = 7   sabemos que el sistema es compatible indeterminado 

Por el estudio realizado anteriormente, el sistema a resolver está formado por la 1ª y 2ª ecuaciones y las 

incógnitas principales son  x  e  y: 

8
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48

z66

48

z1z77

48

z11

z17

y

8

z1
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z1z77
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1z1

x

z1y7x

z1yz7

−
=

−
=
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=

−

−

=

−
=

−
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+−−
=

−

−

=

→



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Para   α = 7, la solución es:  ℜ∈















=

−
=

−
=

λ

λ

λ

λ

z

8

1
y

8

1
x

 

 

b) Del estudio inicial, el sistema es compatible indeterminado para   α = 1  y   α = 7. 

 

c) Del estudio inicial, el sistema es compatible determinado para   α ≠  1 y 7, es decir, { }71,−ℜ∈α . 
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OPCIÓN B 
 

PROBLEMA B.2. Se dan las rectas { z2y1xsy
1zyx2

0zyx
r =−=−




=++

=+−
::  . Obtener 

razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 
a) Un punto y un vector director de cada una de las dos rectas.  (3 puntos). 

b) La distancia entre las rectas   r  y  s,  (2 puntos), justificando que las rectas  r  y  s  se 

cruzan.  (2 puntos). 

c) Obtener unas ecuaciones de la recta  t  que pasa por el punto  







− 0

57

14

57

41
,,   y es per-  

pendicular a las rectas  r  y  s.  (3 puntos). 

 
Solución: 

a) De la recta  




=++

=+−

1zyx2

0zyx
r :    obtengamos su ecuación paramétrica. 

Como   0321
12

11
≠=+=

−
,   resolvemos el sistema:  





−=+

−=−

z1yx2

zyx
 

Sumando ambas ecuaciones:  3 x = 1 – 2 z 

3

z21
x

−
=  

Sustituyendo en la 1ª ecuación, 

3

z1

3

z3z21
y

yz
3

z21
zy

3

z21

+
=

+−
=

=+
−

−=−
−

;

 

La ecuación paramétrica de la recta  r  será:  ℜ∈















=

+
=

−
=

λ

λ

λ

λ

z

3

1
y

3

21
x

 

De la recta  r  tenemos:  punto  







= 0

3

1

3

1
Pr ,,   y vector director  







 −
=

→

1
3

1

3

2
vr ,, , más sencillamente, 

( )312vr ,,−=
→

. 

 

De la recta { z2y1xs =−=−: ,   tenemos su ecuación continua, por lo tanto se deduce: 

punto  ( )021Ps ,,=   y vector director  ( )111vs ,,=
→

. 
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b) Veamos si las rectas   r   y   s   se cruzan. 

Las ecuaciones paramétricas de estas rectas son:  ℜ∈








=

+=

+=

ℜ∈















=

+
=

−
=

µ

µ

µ

µ

λ

λ

λ

λ

z

2y

1x

sy

z

3

1
y

3

21
x

r ::  

Estudiemos el sistema:  









=−

=−

=−−

→








=

+=+

+=−

→















=

+=
+

+=
−

0

53

232

361

3321

2
3

1

1
3

21

µλ

µλ

µλ

µλ

µλ

µλ

µλ

µ
λ

µ
λ

 

La matriz ampliada de este sistema es   A´= 

















−

−

−−

011

531

232

,  

A´ es 3x3 → máximo rango de A´ es 3;   A es 3x2 → máximo rango de A es 2. 

Calculemos el rango de A´, 

3Aran

0116152

011

531

232

0936
31

32

022

=→


















≠−=+−−=

−

−

−−

≠=+=
−

−−

≠−=−

´)(  

 

Los dos primeros menores calculados anteriormente nos indican que  ran (A) = 2. 

 

Por lo tanto, como  ran (A) = 2   y  ran (A´)=3   deducimos que las rectas   r   y   s   se cruzan. 

 

Para obtener la distancia entre las dos rectas  r   y   s   vamos a utilizar el siguiente procedimiento: 

Calculamos el plano  π  que contiene  a   r  y es paralelo a   s, por lo tanto de este plano conocemos 

( )

( )












=

−=










→

→

111v

312v
vectores

0
3

1

3

1
Ppunto

s

r

r

,,

,,

,,

     la ecuación  del plano  π  se obtiene: →=−

−−−

0

111

312

0z
3

1
y

3

1
x

 

01z3y5x201z3y5x20z3
3

5
y5

3

2
x2

03z5
3

1
y2

3

1
x0

11

12
z

11

32

3

1
y

11

31

3

1
x

=++−→=−−+−→=−−++−

→=−+−







−−−








−→=

−
+

−








−−








−

:

)()()(

π

 

Finalmente, d ( r , s ) = d ( Ps , π ) = ...´
)(

...
1355491

38

7

9254

1102

352

1032512

222
==

++

+−
=

+−+

++−
 

Solución:   .),( u
38

7
srd =  
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c) recta   t  /  

syrt

0
57

14

57

41
porpase

⊥









− ,,

. 

Como  =
−

+
−

−=−==→⊥
→→→

→→→

→→→

11

12
k

11

32
j

11

31
i

111

312

kji

vxvvsyrt srt  

),,()()()( 35212k32j31i −−=−−+−−−−=
→→→

 

 

La ecuación parámetrica de la recta   t   será:  ℜ∈















−=

+
−

=

−=

λ

λ

λ

λ

3z

5
57

14
y

2
57

41
x
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Matemáticas II  Julio 2013 

 

OPCIÓN B 
 

PROBLEMA B.3.  En el plano XY está dibujada una parcela  A  cuyos límites son dos calles 

de ecuaciones  x = 0  y  x = 40, respectivamente, una carretera de ecuación  y = 0, y el tramo del 

curso de un río de ecuación 

1x230xfy +== )(  , con   0 ≤ x ≤ 40, siendo positivo el signo de la raíz cuadrada. 

Se pretende urbanizar un rectángulo  R  inscrito en la parcela  A, de manera que los vértices de  

R  sean los puntos  ( x , 0 ),  ( x, f(x) ),  ( 40, f(x) )  y  ( 40, 0 ).  

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) El área de la parcela  A.    (3 puntos). 
b) Los vértices del rectángulo  R  al que corresponde área máxima.   (5 puntos). 
c) El valor de dicha área máxima.  (2 puntos). 

 
Solución: 
Para representar la parcela A el dibujo de las  rectas verticales  x = 0  y  x = 40  y de la recta horizontal  y = 0 
es sencillo. Efectuemos los cálculos necesarios para representar la función f(x), 

270813014023040

150253011223012

30130102300

xfx

1x230xf

==+

==+

==+

+=

.

.

.

)(

)(

 

La representación gráfica de la parcela  A   será:   

 
 
a) Obtendremos el área de la parcela  A  mediante el siguiente cálculo integral, 

ÁreaA = ∫ +
40

0
dx1x230  

Calculemos, previamente, la integral indefinida,   

32

32

3

1
2

1

2
1

2
1

1x2101x210

2

3
1x2

15

1
2

1
1x2

2

1
30dx1x22

2

1
30dx1x20dx1x230

)()(
)(

)(
)()(

+=+=
+

=

=

+

+
=+=+3=+

+

∫∫∫
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Por lo tanto   [ ] =+−+=+=+∫
33

40

0

340

0
102101402101x210dx1x230 ).().()(  

7280109810108181101108110 33
=−=−=−= ..  

Finalmente, el área de la parcela  A  es de  7280 u
2. 

 
 

b) Gráficamente, el rectángulo  R  será: 

 
Es un rectángulo de base   ( 40 – x )   y   altura   f(x).  

El área de este rectángulo será:   )()()()( x401x230x40xfxAR −+=−=  
Obtengamos el máximo de   AR 

13xx3390x339

01x2x4001x230x403001x230
1x2

x4030
0xA

1x230
1x2

x4030
11x230x40

1x22

2
30xA

R

R

=→=→=−

=−−−→=+−−→=+−
+

−
→=

+−
+

−
=−++−

+
=

)()(
)(

)´(

)(
)()()´(

 

Para determinar si   x = 13   es máximo o mínimo estudiaremos el signo de   AR´(x)   a la izquierda y derecha 
de 13, 

0
21

270

21

2130900
2130

21

900
110230

1102

104030
10A10x R >=

−
=−=+−

+

−
=→=

.
.

.

)(
)´(  

0
41

930

41

4130300
4130

41

300
120230

1202

204030
20A20x R <

−
=

−
=−=+−

+

−
=→=

.
.

.

)(
)´(  

Como  a la izquierda de  13  la derivada es positiva, la función   AR   es creciente; a la derecha de  13  la 
derivada es negativa, la función   AR   es decreciente. Por lo tanto en   x = 13   hay un máximo  que, 
además, es máximo absoluto porque la función pasa de creciente a decreciente. 

 
Obtengamos los vértices del rectángulo  R  para  x = 13. 
 

Sólo necesitamos calcular el valor de  f(13) = 39033302730113230 ===+ ..  

Finalmente, los vértices del rectángulo  R  de área máxima son:   

( 13 , 0 ),  ( 13, 90 3 ),  ( 40 , 90 3 )  y  ( 40 , 0 ) 
 
 
c) El valor del área máxima la obtenemos calculando   AR (13). 

324303381027810272730134011323013AR ====−+= .)(.)(  

El valor del área máxima es  2430 3 u
2
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