Matematicas I1 Julio 2013

OPCION A

PROBLEMA A.1. Comprobar razonadamente, escribiendo todos los pasos del
razonamiento utilizado que:

a) Si el producto de dos matrices cuadradas A y B es conmutativo, es decir que
A B = B A, entonces se deduce que A’B’ = (AB )2 . (2 puntos).

I 0 0
b) Que lamatriz A=|0 -4 10| satisface larelacién A~ 3 A +21= 0, siendo I y O,
0o -3 7

respectivamente, las matrices de orden 3x3 unidad y nula, (4 puntos), y que una matriz A

talque A’—3A+21=0 tiene matriz inversa. (2 puntos).

c) Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado, los
valores a y S tales que A’ = a A + S I, sabiendo que la matriz A verifica la igualdad

A’—3A+21=0. (2 puntos).

Solucion:
a) Debemos comprobar que, si AB=BA — A’B*=(AB)
A’B°=AABB-= ( como el producto de matrices es asociativo )
=A(AB)B=(como AB=BA)
=A (BA)B =(como el producto de matrices es asociativo )
=(AB)(AB)=(A B)Z ( como queriamos comprobar )

b) Calculemos,
1 0 0)\(I 0 0 1 0 0 1 0 0
A*=|0 -4 10[||0 -4 10|=|0 (-H(4)+10(-3) (-4I10+10.7 |=|0 —14 30
o -3 7 )0 =3 7 0 )H(H+7(=3) (3HI0+7.7 0o -9 19

1 0 0 1 0 0 1
A*=3A+2I=|0 —-14 30|-3|0 -4 10|+2|0
0o -9 19 0 -3 7 0

1 0 0 -3 0 0 2 0 0 0
=0 —-14 30|+| 0 12 -30|+|0 =0 0 0
0o -9 19 0o 9 =21 0 0 0 0

Por lo tanto hemos comprobado que A>-3A+21=0
b

Si A es una matriz que cumple A’-3A+2I=0 — FA"
Para comprobar que la matriz A tiene inversa debemos obtener una expresion del tipo A (matriz) = 1
Partimos de: A*—3A+21=0, luego,

A*-3A=0-21

A*—3A=-2 I, por la propiedad distributiva del producto respecto de la diferencia de matrices,

A(A-31)=-21I multiplicando ambos miembros por _7]

A(A-31) -1
2
Hemos obtenido que A [(A -31 )_71} =1, por lo tanto la matriz inversa de A es [(A —31) _7]}
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c) Como A’-3A+2I=0
Multiplicando ambos miembros de la igualdad por la matriz A por la derecha,
A’A-3AA+21A=0A, operando
A’ —3A%+2A =0, despejando A’
AT =34 -2A4,
Como A°~3A +21=0, A2=3A—21, por lo tanto
A'=3(3A-21)-2A=9A-61-2A=7A-61

Hemos obtenido: A>=7A—-61, por lo tanto los valores de o y f buscados serain a=7 'y B=-6.
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Matematicas I1 Julio 2013

OPCION A
x=14+2cx x=-1
PROBLEMA A.2. Se dan las rectas r,:<y=« y nhisy=I1+p ,siendo o y f
7=2-«x z=—1-2p0
parametros reales. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento

utilizado:
a) Unas ecuaciones implicitas de r;. (2 puntos).
b) La justificacion de que las rectas r; y r, estdn contenidas en un plano 7z, (2 puntos)y
la ecuacion de ese plano 7, (2 puntos).
c) El area del tridngulo de vértices P, Q y R, siendo P=(-1,0,1), 0=(0,1,2) y R
el punto de interseccion de r; y r,. (4 puntos).

Solucion:
a) Ecuaciones implicitas de r;
Conocemos la ecuacion vectorial de rj, a partir de ella obtenemos su ecuacion continua,

x—1
x—1 -2 S 2l .
T p =y= iR Una ecuacion implicita de r; sera: 5 efectuando las operaciones,
[— _ Z —
S

x—1=2y x=2y-1=0
-
y+z—-2=0

. x=2y-1=0
Solucion: r,:
y+z—-2=0

b) Justificar que r; y 1, estdn contenidas en un plano.
Las rectas r; y ry estardn contenidas en un plano si son paralelas o si se cortan.
Estudiemos la posicion relativa de las dos rectas. Para ello debemos estudiar el sistema de ecuaciones:

1+2a=-1 20=-2
a=I1+p — qa-p=1 , es un sistema de tres ecuaciones con dos incognitas.
2—-a=-1-2p —a+2B=-3
2 0 2 0 -2
Su matriz de coeficientes es M =| 1 —1| ysumatrizampliada M'=| 1 -1 1
-1 2 -1 2 -3

Calculemos el rango de M. M es 3x2, su mdximo rango serd 2.
2[=2#0 — ran(M)=1

2 0
==2#0 — ran(M)=2
1 -1
Calculemos el rango de M. M~ es 3x3, su mdximo rango serd 3.
2 0 =2
1 -1 [=6-4+2-4=0 — ran(M")=2
-1 2 =3
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Hemos obtenido que ran (M) = ran (M") = 2 = niimero de incognitas, por lo tanto es un sistema compatible
determinado. Es decir, las rectas r; y r; se cortan. Luego, las dos rectas estdn contenidas en un plano.

Para obtener la ecuacion de este plano, obtengamos el punto, R, de corte entre r; y ra.

20=-2
Del estudio de rangos realizado anteriormente, el sistema a resolver serd: { B=1
o — =
De la 1* ecuacion: o = — 1. Con esta solucion es suficiente para obtener el punto R.
x=1+2(-)=1-2=-1
Sustituyendo el valor de a en la ecuacionde r;: <y=-1 - R(-1,-1,3)

1=2—-(-)=2+1=3

punto R (— 1,—1, 3)
der, >u(2,1,-1)
de r, > v(0,1,-2)

Del plano © que contienea r; y r2 conocemos: )
vectores directores

x+1 y+1 z-3

Su ecuacion se obtiene: | 2 1 -1|=0
0 1 2
1 - 2 - 2 1
(x+])‘] _2‘—(y+])‘0 _2+(Z—3)‘0 ]‘:0

x+D)(2+D-(y+D(+(z-3)(2)=0
—x—1+4y+4+2z-6=0
—x+4y+2z-3=0

Solucion, m:-x+4y+2z-3=0

c) Area del tridngulo de vértices P(—1,0,1), Q(0,1,2) y R(-1,-1,3).
Conociendo los tres vértices del tridngulo, su drea podemos calcularla mediante la formula:

1

Ap==| PRxOR

;R =(-1,-1,3)-(-1,0,1)=(0,-1,2)

Q_)R =(-1,-1,3)-(0,1,2) = (-1,-2,1)

PR x OR (l) ]1 P I ) Ul B e P S UV Sl P P S
X = - = - = - - - = s T Ly T
P o e T e 2T /

‘;R X JR‘ S| =2~ D| =3+ (27 + (-1 =94+ 1=\14

Finalmente, A, =é\/ﬁ u® = 1'8708286...u* = 1’8708 u’
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Matematicas I1 Julio 2013

OPCION A

PROBLEMA A.3. Se dan las funciones  f(x)= 1 1n(]+xj y gx)=In I—x . Obtener
2\ 1+x

razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Las derivadasde f(x) y g(x). (4 puntos).
b) Los dominios de definicion de las funciones f(x) y g(x). (3 puntos).
c) La expresion simplificada de la funcion f(x) + g(x), (175 puntos), y el recorrido de esta

funcién fix) + g(x). (175 puntos).

Solucion:

a) f(x) :éln(j—HCJ

—X

Antes de derivar apliquemos propiedades de los logaritmos, f(x)= é[ In(7+ x)—In(Z - x)]

, 1| 1 —1 1] 1 1 1| I-x+1+x 1 2 1
S e RO D R
211+x 1-x] 2{1+x I-x] 2|U+x)(U—-x) 2| U+x)(I—x) 1—x

g(x)=1In [—x , apliquemos propiedades de los logaritmos,
X
VS _
g(x)=In [oxys 1y (1= =i[ln(1—x)—ln(]+x)]
1+x 2 U+x) 2

’(x)—i{ -1 1 }_i —I-x—I+x|_1 -2 _ -1
E T =y Tvx) 2| U=—nd+n | 2|U-nU+x)]| 1-2

1 .
>y &=

Solucion: f’(x)=
I1—x

1-x°

b) Dominio de  f(x)= é ln(] i xj

1—x
. . .. 1+ x
El argumento del logaritmo neperiano debe ser positivo, luego 0
—X
Estudiemos el signo del cociente,
I +x=0;, x=-1; I—x=0;, x=1
l |
Debemos estudiar el signo del cociente en los intervalos: } }'
X = _2 - M — __] < 0
1-(-2) 3
140 = + _ Por tanto,
x=0 — —2=>0 Luego: | I Dom f(x)=(-1,1)
1-0 1 -1 1 (intervalo abierto)
o, 1+2 3,
1-2 -1
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Dominio de  g(x)=1In I-x
+Xx

1—x 1—x
>0 —
I+x I+ x

Estudiemos el signo del cociente,
Los intervalos a considerar son los mismos que en el estudio del dominio de f(x),

Como en la funcion anterior, >0

s 1+(2)_ 3 _

1+(=2) -1

1-0 1 - + - Por tanto
=0 —=->0 Luego: | ' )
T 0T 8 B } Domg(x)=(-1,1)
x=2 - 1Z2_Z1

1+2 3

c)
_ _ N\ .
FO0)+ g(x) =L 1o LFX +1n‘f] X _ LI (2 L[ X L )
2 I1—x I+x 2 I1—x I+x 2 1—x 2 I+x

:é{ln[1+xj+ln(]_xﬂ :é [ln(]+x)—ln(]—x)+ln(]—x)—ln(]+x)]zéO =0

1—x 1+x

Es decir, f(x) +g(x) =0, por lo tanto el recorrido de f(x) +g(x) es {0}
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Matematicas I1 Julio 2013

OPCION B

ax+y+z=1
PROBLEMA B.1. Se da el sistema de ecuaciones <x+ay+z=1 ,donde a esun pardme-
3x+5y+z=1
tro real. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Todas las soluciones del sistema cuando a =7. (4 puntos).

b) Los valores de a para los que el sistema es compatible indeterminado. (3 puntos).
c) Los valoresde o para los que el sistema es compatible determinado. (3 puntos).

Solucion:
ax+y+z=1 a 1 11
Estudiemos el sistema \X+Qy+z2=1_ Symatrizampliada, A" es | 1 « 1 i 1
3x+5y+z=1 35 111

La matriz de coeficientes, A, es 3x3 por lo que su mdximo rango posible serd 3.
A’ es 3x4 por lo que su mdximo rango posible serd 3.
Empezamos estudiando el rango de A,

a 1 1
] a l=’+5+3-3a-S5a-1=a’-8a+7
3 5 1
0= =7
) —(=8) (=8 —-4.1.7 8+~/64-28 8+~36 8+6 T
a -8a+7=0 —> a= = = — —
2.1 2 2 2 2
0(2=5=]

Para o#1,7 — ran(A) =3 =ran(A’) = n’de incognitas — Sistema Compatible Determinado

Para o =7,
7 1 111
A=|1 7 1 i 1| y sabemos que |A|=0 — ran(A) <2
35 111
Calculemos el rango de A,
7|=7%0
7 — ran(A)=2

i
=49-1=48+0
17

Calculemos el rango de A’
Sélo nos falta por estudiar el menor de orden 3 que se obtiene al afiadir al orlar el menor de orden 2 no
nulo anterior con la tercera fila y la cuarta columna de A”,

7 11
1 7 1=[A=0 > ran(A")=2
351

Por lo que, ran (A) = ran (A°) = 2 < n°de incognitas. Para o = 7 el sistema es compatible indeterminado.



Para o = 1,
1 1 1)1

|
A=|1 1 11|, estamatriztienela 1°y 2°filas iguales, a efectos de cdlculo de rango podemos
|
3 5 111

eliminar una de ellas, por lo tanto el mdximo rangode A y A~ serd 2.
Calculemos el rango de A,

=1%0
1 1 - ran(A)=2
=5-3=2%#0
3 5
Luego ran(A) =ran (A°) = 2 < n°de incognitas. Para o = 1 el sistema es compatible indeterminado.

Procedamos a resolver los apartados.

a) Para o =7 sabemos que el sistema es compatible indeterminado

Por el estudio realizado anteriormente, el sistema a resolver estd formado por la 1y 2 ecuaciones y las
incognitas principales son x e y:

1-z 1
x_]—z /| 7-7z-1+z 6-67 1-z2
7z+y=1-z 48 48 48 8
_ —>
x+7y=1-z A
| 1=z 7-7z-14+4z 6-6z 1-z2
YT s 48 8 8
1-1
x=—
8
., 1-1
Para o =7, la solucion es: sz AeR
z=A

b) Del estudio inicial, el sistema es compatible indeterminado para a=1y a=7.

¢) Del estudio inicial, el sistema es compatible determinado para o # 1y 7, es decir, ac R—{1,7}
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Matematicas I1 Julio 2013

OPCION B

x—y+z=0

PROBLEMA B.2. Se dan las rectas  r: { y s:{x—I1=y-2=z .Obtener

2x+y+z=1
razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Un punto y un vector director de cada una de las dos rectas. (3 puntos).
b) La distancia entre las rectas r y s, (2 puntos), justificando que las rectas r y s se
cruzan. (2 puntos).

. 41 14
¢) Obtener unas ecuaciones de la recta ¢ que pasa por el punto (5—7, 5 OJ y €s per-
pendicular a las rectas r y s. (3 puntos).
Solucion:
x—y+z=0
a) De larecta r: obtengamos su ecuacion paramétrica.
2x+y+z=1
— . X—y=-—z
Como =14+2=3#0, resolvemos el sistema:

1 2x+y=1-z

Sumando ambas ecuaciones: 3x=1-2z2
1-27
b =
3
Sustituyendo en la 1° ecuacion,
1-2z7 1-27
—y=-z +z=
;7 3 Y
_1-2z+3z _1+z
3 3
_1-22
3
> s 4 ) 1+
La ecuacion paramétrica de la recta r serd: {7y = 3 AeR

- (=2 1
De larecta r tenemos: punto P. = (é , é ,0| yvector director v, = [? , 5 , ]j, mds sencillamente,

n=(=2,1,3).

De la recta S:{x— I=y-2=2z, tenemos su ecuacion continua, por lo tanto se deduce:

punto P = (] , 2, 0) y vector director \Z = (I 1, ]).
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b) Veamos si las rectas r y s se cruzan.

1-24
X=—-
3/1 x=1+u
Las ecuaciones paramétricas de estas rectas son: r: y:]+T AeR y s:9y=24+u HeR
z=1 =4
1 1-2A=3+3u —2A-3u=2
Estudiemos el sistema: %=2+,u — +A=6+3u —> A-3u=>5
-2 =312
|
La matriz ampliada de este sistemaes A'=| [ —3,5],
|
1 -1'0

A’ es 3x3 — mdximo rango de A" es 3; A es 3x2 — mdximo rango de A es 2.
Calculemos el rango de A”,

-2=-2%0
-2 -3
=6+3=9%0
1 -3 - ran(A)=3
-2 -3 2
1 -3 5=-2-15+6=—-11#0
1 -1 0

Los dos primeros menores calculados anteriormente nos indican que ran (A) = 2.
Por lo tanto, como ran (A) =2 y ran (A)=3 deducimos que las rectas r y s se cruzan.

Para obtener la distancia entre las dos rectas r y s vamos a utilizar el siguiente procedimiento:
Calculamos el plano © que contiene a r Yy es paralelo a s, por lo tanto de este plano conocemos

punto P, 1,1,0 1 1
3’3 X_E y—; z—0
- la ecuacion del plano w se obtiene: | —2 1 3 |=0 —
v.=(-2.,1,3)
vectores N 1 1 1
v =(1,1,1)
3 | T . L2 L) <5)+z(=3)=0
xX—— —|y—— =0 = |x——|(=2)—|y——|(= -HN=0 —
BV T N AN 3 Y73 ¢

—2x+§+5y—§—3z=0 - =2x+5y-3z-1=0 — 7w:2x-5y+3z+1=0

2.1-5.2+3.0+1 [2-10+1 7

== 1'135549...
J22 (5243 J4+25+9 38

Finalmente, d (r,s )=d( Py, mw) =

7
Solucion: d(r,s)= u.
38
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41 14
pase por| —, ——, 0
c)recta t / 57 .

57’
t Lrys
iJ
Comot Lrys = v=vxv=-2 1
1 1

-

=1

l 3
1 1

-

+k

-

—-J

-2 3
1 1

1

~ W =

— i (I=-3)=j(2-3)+k(2-1)=(=2,5.-3)

La ecuacion parametrica de la recta t serd:

xzﬂ—Z;t
57

y="14150 e
57

z7==34

-2 1‘_
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Matematicas 11 Julio 2013
OPCION B

PROBLEMA B.3. En el plano XY estd dibujada una parcela A cuyos limites son dos calles
de ecuaciones x =0 y x =40, respectivamente, una carretera de ecuacion y =0, y el tramo del
curso de un rio de ecuacion
y=f(x)=3042x+1 ,con 0 <x<40, siendo positivo el signo de la raiz cuadrada.

Se pretende urbanizar un rectingulo R inscrito en la parcela A, de manera que los vértices de
R sean los puntos (x,0), (x,f{x)), (40,f(x)) y (40,0).
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El 4rea de la parcela A. (3 puntos).

b)  Los vértices del rectaingulo R al que corresponde area maxima. (5 puntos).

c) El valor de dicha drea maxima. (2 puntos).

Solucion:
Para representar la parcela A el dibujo de las rectas verticales x =0 y x =40 y de la recta horizontal y =0
es sencillo. Efectuemos los cdlculos necesarios para representar la funcion f(x),

f(x)=30\2x+1

x | f
0|30\2.0+1=30J1=30

12 | 30212+ 1=30y25 = 150

40 | 302 .40+ 1 =3081 =270

f(x)=3042x+1

La representacion grdfica de la parcela A serd:

x=40

=10 ) » [ ¥

a) Obtendremos el drea de la parcela A mediante el siguiente cdlculo integral,

Area, = J.04030\/2x 1 dx

Calculemos, previamente, la integral indefinida,
1

Li1
2
[3072x+1 dx=30j(2x+1)%dx=30éj2 (2x+])%dx:30§M:

£+J
2
3
2 3
- 15% — 10Q2x+1)? =10J2x+1)
2
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0
Por lo tanto 104030\/2x+1 dx = [101/(2x+])3]; —10J(2.40+ 1) —10J2.0+1) =

=108 =10 =10.81J81 —10=810.9—10=7280
Finalmente, el drea de la parcela A es de 7280 u’.

b) Grdficamente, el rectdngulo R serd:

f(=30N2x+1
150 x =40

Jix)

x € 10 ] y=0 » E

Es un rectangulo de base (40—-x) y altura f(x).
El drea de este rectdngulo serd: Ap(x)= f(x) (40—x)=302x+1 (40— x)
Obtengamos el mdximo de Ag

) 2 30(40 - x)
A (xX)=30——2 (40— x)+30\2x+1 (=) =222 _30:/2x+1
) 2«/2x+1( ) D J2x+1

30(40 — x)

———-302x+1=0 — 30(40—x)-302x+1)=0 — 40-x—-2x—-1=0
N2x+1

39-3x=0 — 39=3x — x=13

Para determinar si x = 13 es mdximo o minimo estudiaremos el signo de Ag(x) a laizquierday derecha

de 13,

A (x)=0

x=10— A (10)=020"10 30 30+ 1=22 302722073921 _270
N2.10+1 V21 21 21
3040 - 20) 300 _ 50 ja7 =300=30.41 _ =930

~302.20+1=2 - <0
J2. 2041 41 Ne

x=20— A (20)=

N

Como a la izquierda de 13 la derivada es positiva, la funcion Agr es creciente; a la derecha de 13 la
derivada es negativa, la funcion Ag es decreciente. Por lo tanto en x = 13  hay un mdximo que,
ademds, es mdximo absoluto porque la funcion pasa de creciente a decreciente.

Obtengamos los vértices del rectangulo R para x = 13.

Solo necesitamos calcular el valor de f(13) = 30/2.13+1=30~27 =30.3 \/§ = 90\/§
Finalmente, los vértices del rectangulo R de drea mdxima son:
(13,0), (13,90/3), (40,903) y (40,0)

c) El valor del drea mdxima la obtenemos calculando Ag (13).

A (13)=30/2.13+1 (40—13)=30:27 27 = 81027 =810 .3 /3 = 243043

El valor del area mdxima es 2430\/5 u?
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