PAU Madrid - Matematicas Il

Convocatoria ordinaria 2020-2021

El examen permite escoger cuatro preguntas entre ocho. Se resuelven todas para repasar el temario comple-
to.

A.1. Reparto equitativo de acciones

Llamamos N4, Ng, N¢ al numero total de acciones de las empresas A, By C. Como la accion B vale 1 euro,
la accion A vale 3 euros y la accion C vale 6 euros. Las condiciones sobre el numero de acciones son N4 +
Np + Nc =540y N = 2N¢. La valoracion total aporta la tercera ecuacion:

N4+ Np + No = 540,
3N4 + Np + 6 N¢o = 1560,
Np —2N¢g =0.

La matriz de coeficientes y la ampliada son

11 1 1 1 1 | 540
M=13 1 6 |, M= 3 1 6 |1560
0 1 -2 0 1 -2 0

Como det M = 1 # 0, hay una unica distribucién que satisface los datos. De la tercera ecuacion Nz = 2N¢ Y,
usando la primera, N4 = 540 — 3N¢. Sustituimos en la ecuacion del valor:

3(540 — 3N¢) + 2N + 6N = 1560 — 1620 — No = 1560 — N¢ = 60.

Asi, Ny = 360 y Ng = 120. Al repartir cada tipo de accion por igual entre los tres hermanos, dividimos estas
cantidades entre 3:
360 120 60
— =120, — = - =
3 3 3
Cada hermano recibe acciones por valor de 120-3+40-1+ 20 -6 = 520 euros; los tres valores suman los 1560
euros indicados. Conclusion. A cada hermano le corresponden 120 acciones A, 40 acciones B y 20 acciones

C.

40, 20.
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A.2. Area entre dos parabolas

Para hallar el recinto primero buscamos los puntos de corte, igualando las funciones:
24+x—22=22"—dr <= 32°-5x-2=0 <= (Bx+1)(z—-2)=0.

Las abscisas de interseccién son z = —3 y z = 2. Entre ellas, por ejemplo en z = 0, se tiene f(0) =2 > g(0) = 0;
por tanto, f queda por encima de g en todo el intervalo. El area se calcula integrando funcién superior menos

funcién inferior: )

2
A= [ U@ -g@)ae= [ @rse-32an
-1/3 —1/3
Una primitiva es 2z + 222 — 23. Aplicamos la regla de Barrow:

2

A= {23@%— ga:Z —xﬂ

-1/3
PO T T S CRE 7T
n 3 18 271/) 54 54 °

L. , . 343 .
Conclusién. El area del recinto es =y unidades cuadradas.
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A.3. Angulo, simetria y proyeccién de una recta

La recta r es la interseccion de dos planos con vectores normales
iy = (—1,-1,1), g = (2,3, —1).
Su vector director es perpendicular a ambos; podemos obtenerlo mediante el producto vectorial:
i j k
dr =17 X ’/_iQ =|-1 -1 1| = (—2, 1, —1).
2 3 -1

Para hallar el punto de interseccion de r con 7, resolvemos conjuntamente las tres ecuaciones. De —z—y+2 =
0 se obtiene z = x + y. Al sustituir en 7 resulta z = —3, y la otra ecuacién de r da y = 1, z = —2. Por tanto,

I=rnm=(-3,1,-2).

a) Angulo entre  y =

El plano = tiene vector normal 7i, = (2,1, —1). Si « es el angulo agudo entre una recta de director Jy un plano
de normal 77, entonces
|d - il
sena = — ,
[l I7]

pues o es complementario del angulo entre la recta y la normal. En este caso,

el = V6, liix] = V6.

J;"ﬁﬂ':—2

Asi,

2 1 1
sena=-=- = =arcsen | = | ~19,47°.
7673 . (3) ’
s . 1
Conclusion. El dngulo entre la recta y el plano es arc sen (3) ~~ 19,47°.

b) Simétrico de 7 respecto al plano = — y = 0

El plano de simetria tiene vector normal 77 = (0, —1, 1). Para reflejar un punto X respecto al plano - X + D =0,

se usa -
X’:X_guﬁ_

1712

Aqui I =(-3,1,-2),D=0,7-I= -3y |i||* = 2. Por ello,
-3
I'=1-2--(0,-1,1) = (-3,1,-2) +3(0,~1,1) = (-3,-2,1).

Conclusioén. El simétrico del punto de interseccion es I’ = (—3,-2,1).

¢) Proyeccion ortogonal de  sobre =

La proyeccion de r pasa por I, porque I ya pertenece a =. Su direccion se obtiene proyectando d,. sobre el
plano: se elimina la componente en la direccidén normal 7;:

- - dr'ﬁﬂ' -9 4 4 4
d :dT_ _‘71—: —271’_1 _72’1,_1 — -, - .
Prov e = )= 5 &L (3 3 3>

Podemos tomar como director el vector proporcional (—1,1,—1), que es paralelo a 7. La proyeccién queda
expresada en forma paramétrica:

T =-3—-1,
Tr y=1+t, teR.
z=—-2—1,

Conclusioén. La proyeccion ortogonal de r sobre « es la recta paramétrica .
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A.4. Distribucion normal y ensayos independientes

Sea T el tiempo de vida, medido en meses. Segun el enunciado,

T~ N(p=88,0=3).

s s T— . .
Para utilizar la tabla de la normal tipificamos con Z = 7”, que sigue una normal estandar N (0, 1).
g

a) Porcentajes de individuos
Para superar los 10 meses, tipificamos el valor 10:

10 — 8,8

= =04
? 3

La tabla indica ®(0,4) = P(Z < 0,4) = 0,6554, por lo que
P(T > 10) =1 — ®(0,4) = 1 — 0,6554 = 0,3446.
Para el intervalo entre 7 y 10 meses, los valores tipificados son

7—8,8
zZ1 = T’ = _0767 Z9 = O,4

Usando la simetria de la normal, ®(—0,6) =1 — ®(0,6) = 1 — 0,7257 = 0,2743:
P(7T< T < 10) = ®(0,4) — ®(—0,6) = 0,6554 — 0,2743 = 0,3811.
Conclusioén. El 34,46 % supera los 10 meses y el 38,11 % vive entre 7 y 10 meses.

b) Al menos un espécimen no supera los 10 meses

La probabilidad de que un individuo supere los 10 meses es 0,3446. Para cuatro individuos independientes, la
probabilidad de que los cuatro superen esa edad es el producto 0,3446*. Calculamos el complementario:

P(al menos uno no supera 10) = 1 — P(los cuatro superan 10) = 1 — (0,3446)* ~ 0,9859.
Conclusion. La probabilidad pedida es aproximadamente 0,9859, es decir, un 98,59 %.

¢) Intervalo central que contiene al 98 %

Buscamos c tal que el area central entre 8,8 — c y 8,8 + ¢ sea 0,98. Al ser simétrico el intervalo, queda un 0,01
en cada cola. Si z g9 cumple ®(z 99) = 0,99, entonces

c
2 = 20,99
3

La tabla da zp 99 ~ 2,33, asi que
c~3-2,33 =06,99 meses.

Conclusion. El valor buscado es ¢ ~ 6,99 meses.
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B.1. Discusidn de un sistema con parametro

La matriz de coeficientes y la matriz ampliada del sistema son

a -2 a-—1 a -2 a—1|4
A=1-2 3 -6 |, A = -2 3 —6 |2
—a 1 —6 —a 1 —6 |6

Calculamos el determinante para identificar los valores del parametro en los que puede cambiar el rango:
detA = (a —1)(3a — 26).

Sia # 1,2, El determinante es distinto de cero, luego rg(A4) = 3. La matriz ampliada tiene también rango 3y,
como hay tres incégnitas, Rouché-Frobenius concluye que el sistema es compatible determinado.

Si a = 1. La matriz de coeficientes tiene determinante nulo, pero su menor superior izquierdo de orden 2 vale

2 3|70

]
por lo que rg(A) = 2. En este caso la primera fila mas la segunda fila es la tercera, tanto en la matriz de
coeficientes como en la ampliada; asi, rg(A*) = 2. Los rangos coinciden y son menores que el numero de
incognitas, de modo que el sistema es compatible indeterminado.

Sia= 2—36 También se anula el determinante de A. El menor superior izquierdo de orden 2 vale 3a —4 = 22 # 0,

asi querg(A) = 2. Para la matriz ampliada, tomamos el menor de las tres filas y las columnas correspondientes
az, y Yy los términos independientes:

26 92 4

3 7

ORI S R
- g 3

3
Por tanto, rg(A4*) = 3 # rg(A) y el sistema es incompatible. Conclusion. El sistema es SCD sia # 1,22, SCI si
a =1 e incompatible sia = 2.
b) Resolucion para a = 1
Con a = 1, el sistema queda

T — 2y =4,
—2x + 3y — 62 = 2,
—r+y— 6z =06.

La ultima ecuacion es la suma de las dos primeras, por lo que no afade una condicion nueva. De la primera,
x = 4 + 2y; sustituyendo en la segunda:

—2(4+2y)+3y—62=2 = —y—62=10 =— y=-10—6z.
Tomamos z = ¢ como parametro libre. Entonces x = 4 4+ 2(—10 — 6¢t) = —16 — 12¢, y todas las soluciones son
(x,y,2) = (=16 — 12¢, —10 — 6¢, 1), teR.

Conclusion. Para a = 1, el sistema tiene infinitas soluciones dadas por la familia anterior.
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B.2. Continuidad, crecimiento e integral

La funcion es
senz, x <0,

rer, x > 0.
Su dominio es R: el seno, el producto ze® y la funcion exponencial estan definidos para todo namero real.

a) Continuidad y derivabilidad en = = 0

Comprobamos primero la continuidad en el punto de empalme:

lim f(z) =sen0 =0, fO)=0-€e" =0, lim f(x) = lim ze® = 0.

z—0— z—0t z—0t

Los limites laterales coinciden con el valor de la funcion, por lo que es continua en 0.

Para estudiar la derivabilidad, calculamos las derivadas laterales. A la izquierda, (senz)’ = cosz, de modo
que f(0) = cos0 = 1. Ala derecha,

d , -
d—(me”) =e" 4+ ze® =e(1+z),
T

y por tanto f/ (0) = 1. Como las derivadas laterales coinciden, f es derivable en 0y f'(0) = 1. Conclusion. f
es continua y derivable en z = 0.

b) Crecimiento y existencia de =
Paraz <0, f'(z) = cosz. En (—m, —7/2), cosz < 0, mientras que en (—=x/2,0), cosz > 0. Para « > 0:

() =€e"(1+2z) > 0.

Ademas, en = = 0 la derivada vale 1. Asi, f decrece en (—mw,—7/2) y crece en (—m/2,2).
Para demostrar que existe x( € [0,1] con f(z¢) = 2, usamos Bolzano en [0, 1]: f es continua alli y

fO=0<2, fl)=e>2.

Por tanto, f(z) — 2 cambia de signo en los extremos, y existe al menos un z, € (0,1) tal que f(zy) = 2.
Conclusioén. f decrece en (—m, —7/2), crece en (—n/2,2) y existe z, € [0, 1] con f(zg) = 2.

¢) Integral definida
Separamos la integral en z = 0, donde cambia la expresion de f:

1 0 1
/ f(z:)dx:/ Sen:cdx—i-/ xe” dx.
—m/2 —m/2 0

Una primitiva de senz es — cosz. Para la segunda integral, usamos integracion por partes con u = z, dv =

e* dr, de donde du = dx y v = e*:
/xez dx = xe® — /ez de = (z — 1)e”.

Aplicamos Barrow a cada tramo:

0 1
/ senxdxr = [— coS x]gw/Q = —]_7 / xe® dx = [(.’E — 1)ew}é =1.
—7/2 0

Conclusion. La integral definida vale —1 +1 = 0.
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B.3. Planos paralelos, recta y distancia

a) Planos paralelos a 7, a distancia 2 del origen

El plano 7 : = + y = 1 tiene vector normal (1,1, 0). Cualquier plano paralelo tiene la forma
op: z+y—k=0.

La distancia del origen a un plano Az + By + Cz+ D =0 es

40,00) = 12 _
BB V2

Imponemos que la distancia sea 2:

15l _
=

Conclusion. Los dos planos buscados sonz 4y —2v2 =0y z +y + 2v/2 = 0.

2 = |k=2v2 = k=+2V2

b) Recta por (0, 2, 0) perpendicular a -

El vector normal de n : . + 2 =1 es (1,0, 1); como la recta debe ser perpendicular al plano, ese vector es su
director. Por el punto (0,2,0), la recta en forma paramétrica es

T =1,
£ Yy =2, teR.
z=1,

Conclusioén. La recta pedida es ¢ en forma paramétrica.

¢) Distancia entre las intersecciones con los ejes

El punto donde 7 corta al eje = se obtiene poniendo y = z = 0: es X = (1,0,0). Para el corte con el eje y,
ponemos z = z = 0 y obtenemos Y = (0, 1,0). La distancia entre dos puntos es el médulo del vector que los

une:
XY =Y - X=(-1,1,0, dX,Y)=y(12+1210°=v2

Conclusion. La distancia entre los puntos de corte es v/2.
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B.4. Probabilidad condicionada y sucesos independientes

Definimos N como «se supera el nivel permitido de NO,» y P como «se supera el nivel permitido de particu-
las». Los datos son o
P(N)=0,16, P(P|N)=0,33, P(P| N)=0,08.

En el arbol, las probabilidades conjuntas al final de cada camino se obtienen multiplicando las probabilidades
de las ramas sucesivas:

P(N N P) = 0,0528

-t
% —

P P(NNP)=0,1072

0,08 P P(NNP)=0,0672
S~ /
N
T om—

N

Inicio

P P(NNP)=0,7728

a) Probabilidad de superar ambos niveles

Solo el camino N n P conduce a superar los dos niveles:
P(NNP)=P(N)P(P|N)=0,16-0,33 = 0,0528.

Conclusion. La probabilidad de superar ambos niveles en un dia es 0,0528.

b) Probabilidad de superar al menos uno

El suceso «al menos uno» es N U P. Podemos sumar el camino N (tanto si se supera particulas como si no)
y el camino N N P:

P(NUP)=P(N)+P(NNP)=0,16+ 0,84 -0,08 = 0,16 + 0,0672 = 0,2272.
Conclusién. La probabilidad de superar al menos uno de los dos niveles es 0,2272.

¢) Independencia

Si N y P fueran independientes, tendria que cumplirse P(P | N) = P(P). Calculamos primero la probabilidad
marginal de superar el nivel de particulas mediante los dos casos posibles de N:

P(P)=P(N)P(P|N)+P(N)P(P|N)=0,16-0,33 + 0,84 - 0,08 = 0,12.

Como P(P | N) = 0,33 # 0,12 = P(P), no son independientes. Conclusién. Los sucesos N y P no son
independientes.
d) Probabilidad de superar NO,, sin superar particulas

Usamos probabilidad condicionada: B
P(NNP)
P(P)
Del arbol, P(N N P) = 0,1072. Ademas, P(P) =1 — P(P) =1 - 0,12 = 0,88. Por tanto,

P(N|P) =

— 0,1072 67

Conclusioén. La probabilidad pedida es % ~ 0,1218.
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