PAU Madrid - Matematicas Il

Convocatoria de septiembre de 2017

Se desarrollan razonadamente las dos opciones del examen.

Opcion A - Ejercicio 1. Continuidad, limites e integral

La funcion es

xze®, z <0,
flz) =
(z) In(:erl)’ e,
z+1
El primer tramo esta definido paraz < 0y, en el sequndo, z+1 >0y z + 1 # 0 para todo x > 0. Por tanto,

Dy =R.

a) Continuidad y derivabilidad en = = 0

Para la continuidad comparamos los limites laterales con el valor de la funcién:

lim w2 =0, f0)= ™ o, lim N@+1

=0.
z—0— 1 z—0+t x+1

Los tres valores coinciden, asi que f es continua en 0. Para la derivabilidad, calculamos las derivadas de cada

tramo:

d, op o d (In(x+1)\ 1—In(z+1)
%(xe ) =e“"(1 4+ 2x), dm< i >_ CEmE

Al tomar los limites laterales en 0 se obtiene f’ (0) = 1y f/ (0) = 1. Como coinciden y la funcién es continua,
es derivable en ese punto. Conclusién. f es continua y derivable en z =0, con f/(0) = 1.

b) Limites en los extremos

Cuando = — —oo, la exponencial e** tiende a cero mas rapidamente de lo que |z| crece, por lo que

lim ze®* =0.

T——00
Para 2 — +oo usamos el segundo tramo. La regla de L'Hopital permite evaluar el cociente In(z + 1) /(z + 1):

im @+ Y@+

r—+00 T+ 1 r—+00 1 =0.
Conclusién. Ambos limites valen 0.

¢) Integral definida

En el intervalo [—1,0] se utiliza el tramo ze?*. Integramos por partes con u = z y dv = ¢** dr, de modo que

du=dryv=21e?
i 9 e 1 9 re?® e
/l‘@xdl‘: —i/ezdx: -—+C.

[
2

Aplicando la regla de Barrow,

0 2z 2470 2
ze e 1 3 3—e

d - —_— = —— _—=
/,1 J(@)d { 2 4 ]1 17 1 4e?

.7 . . e < 2
Conclusion. La integral definida es 3413 .

Opcion A - Ejercicio 2. Rectas y plano en el espacio

a) Posicion relativa de - y -

Convertimos las rectas a forma paramétrica. En r1, al sumar sus ecuaciones resulta y = 4z — 1y, al restarlas,
z=2x. Tomando z = t,
r: x=t, y=4t-1, 2z=2t tekR
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En ry, al restar las ecuaciones obtenemos y = —z vy, al sustituirlo en una de ellas, z + z = 1. Tomando z = u,
ro: rz=1—-u, y=-u, z=u, u€clR

Sus vectores directores son d; = (1,4,2) y dy = (—1,-1,1), que no son proporcionales. Para decidir si son
coplanarias usamos el producto mixto. Tomamos P, = (0,—1,0) € 1 Yy P, = (1,0,0) € ry; entonces PP, =

(1,1,0) y
- - o -
d1 X d2 = (6, —373), P1P2 . (d1 X dg) =3 75 0.

El producto mixto no nulo indica que no estan en un mismo plano. Al no ser paralelas ni coplanarias, son
rectas alabeadas. Conclusion. r; y r, son alabeadas.

b) Distancia entre las rectas

Para dos rectas alabeadas de vectores directores cfl,d; y puntos P, P, la distancia es

_ .

_|PiPy - (di x dg)

d(Tl,TQ) = = = .
[d1 x da|

Ya tenemos el producto mixto igual a 3y d; x d» = (6, —3,3), cuyo médulo es v/54 = 31/6. Sustituimos:

3
d(’f'l,?"g) = 37\/6 \/6 6 .

Conclusion. La distancia entre r; y v, es %

¢) Plano que contienear; ya P = (1,2,3)

Tomamos un punto de rq, por ejemplo P; = (0, —1,0), su vector director d, = (1,4,2) y el vector que une ese
punto con el punto dado:
PP=P-P =(1-0,2-(-1),3-0)=(1,3,3).

Un vector normal del plano es el producto vectorial de estos dos vectores:
i=d, x PP =(6—1,-1).
Usamos el punto P; en la ecuacion punto-normal:
6(z—0)—(y+1)—(2—0=0 = 6x—y—2z—1=0.

Conclusion. El plano pedido es 6z —y — 2z — 1 = 0.

Opcion A - Ejercicio 3. Mezcla de aleaciones

Sean z,y, z los gramos de las aleaciones A, B, C. La suma debe ser 25 gramos. El lingote tendrd 0,72 - 25 = 18
gramos de oro y 0,16 - 25 = 4 gramos de plata. Usando las proporciones de la tabla, el sistema es

r+y+z =25
x + 0,75y + 0,60z = 18,
0,15y + 0,22z = 4.

De la primera ecuacion, x = 25 — y — 2. La sustituimos en la ecuacién del oro:
25—y —2+4+0,75y + 0,60z =18 = by + 8z = 140,

donde se han multiplicado ambos miembros por 20 para eliminar decimales. La ecuacion de la plata, multipli-
cada por 100, es 15y + 22z = 400. Asi,

5y + 8z = 140,
15y + 222 = 400.

Multiplicamos la primera por 3 y restamos la segunda: 2z = 20, por lo que z = 10. Entonces 5y + 80 = 140, de
donde y = 12, y finalmente z = 25 — 12 — 10 = 3. Las cantidades son no negativas y suman los 25 gramos
exigidos. Conclusion. Se necesitan 3 gde A4, 12gde By 10gde C.
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Opcion A - Ejercicio 4. Independencia y probabilidad condicionada

Los datos son P(A) = §, P(B) = 3 y P(AU B) = 2. Para comprobar la independencia primero calculamos la
interseccion usando la formula de la union:

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).
Por tanto,
peans =
La independencia exigiria P(AN B) = P(A)P(B) = 51 = 2 = t. Como £ # 1%, los sucesos no son
independientes. Conclusion. A y B son sucesos dependientes.
b) Probabilidad de A sabiendo que ocurre B

Usamos la definicidén de probabilidad condicionada 'y que AN B es la parte de B que queda al quitar AN B:

pa| By~ PANB) _ PB)-PUAUNB) _ 5~ 5

P(B) P(B) !

4
-

Conclusion. La probabilidad pedida es 3.
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Opcion B - Ejercicio 1. Operaciones y potencias de matrices

Sea
2 00 10
A=10 0 1|, TI=1]01
01 0 00
a) Clculode B = (A — I)(21 +24)

Como I conmuta con A, podemos escribir B =2(A —I)(A+

1
0
0].
1

0
0].
1

) = 2(A? — I). Calculamos primero la potencia:

Entonces,

6 0 O
Conclusién. La matriz B es (0 0 0) .
0 0 0

b)Rangosde A — 1, A2 — Ty A3 —1

La matriz es diagonal por bloques: su primera coordenada se multiplica por 2 y el bloque inferior intercambia
las dos coordenadas. Por ello,

La segunday la tercera fila son opuestas, mientras que la primera es independiente de ellas; asi, rg(A—1I) = 2.
Ya hemos calculado A2, luego

que tiene una unica fila no nula y rango 1. Como el bloqu

por tanto,
8 0 0 70 0
A=1(0 0 1], AB-T=10 -1 1 |.
010 0 1 -1

De nuevo las dos ultimas filas son opuestas y la primera es independiente, por lo que el rango es 2. Conclusién.
rg(A—1)=2,rg(A> —I)=1yrg(A*—1I)=2.

64 0 0
A=A =0 1 0.
0 0 1

Esta matriz es diagonal y todos sus elementos diagonales son no nulos, asi que es invertible. Su inversa se
obtiene tomando los inversos de dichos elementos:

0

0].

1

(614 0
(A"t=10 1

0
Opcidn B - Ejercicio 2. Tangente, asintotas y monotonia

de intercambio cumple S? = I, se tiene S3 = S;

¢) Inversa de A6
A partir de A? = diag(4,1,1),

0

Conclusién. La inversa de AS existe y es la matriz anterior.

—T

La funcidn es f(z) = 57“. El denominador es positivo para todo real, asi que el dominio es R.
X
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a) Recta tangenteen . = 0
La ecuacion de latangenteenz =a esy — f(a) = f'(a)(z — a). Aplicamos la regla del cociente:

, B —e (2% +1) — 2" B 7€7I((£ +1)2
) = (22 +1)? T (@12

Enxz =0, f(0)=1y f'(0) = —1, por lo que
y—1=-1(z-0 = y=1-u
Conclusion. La recta tangentees y =1 — .

b) Asintotas verticales y horizontales

No hay asintotas verticales: f esta definida y es continua en todo R, pues z2 + 1 > 0. Para las horizontales,
estudiamos los dos extremos:

e " e "
lim —— =0, lim —— = +o0.
z—4o00 2 4+ 1 z——o0 2+ 1

En el primer limite la exponencial decrece mas deprisa que el denominador crece; en el segundo, escribiendo
u = —x — 400, queda e*/(u? + 1) — +oc. Solo existe asintota horizontal en +oc. Conclusion. No hay asintotas
verticales; la Unica horizontal es y = 0 cuando z — +oo.

¢) Crecimiento, decrecimiento y extremos relativos

El signo de la derivada determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento. Comoe™® >0y (22 +1)2 > 0,

e (z+1)2 <0

fl($) = - (.TQ n 1)2 =

y solo se anula en z = —1. En los intervalos (—oo, —1) ¥ (—1, +o0) la derivada es negativa; por tanto, la funcion
decrece en ambos y, en conjunto, es estrictamente decreciente en R. El signo no cambia al atravesar x = —1,
de modo que alli no hay extremo. Conclusién. f decrece en todo R y no tiene maximos ni minimos relativos.

Opcion B - Ejercicio 3. Distancia y plano perpendicular

Sean P, = (3,2,0) y P, = (7,0,2). El vector director de la recta se obtiene restando sus coordenadas:
PP=P,— P =(7T-3,0-22-0) =(4,-22) =2(2-1,1).

Usaremos d = (2, —1,1) como vector director.

a) Distanciade @ = (3,5,-3)ar

La distancia de un punto a una recta se calcula como el area del paralelogramo formado por un vector director
y el vector desde un punto de la recta hasta el punto dado, dividida entre la longitud del vector director:

_ PG xdl

@I="a

Aqui, P4 = Q — P, = (0,3,—3), asi que
@ x d= (07 —6,—6), ”Pﬁ X CZ“ = 6\/57 ”

Tl
=

Por tanto,

dQ,r) = 6&/5 =2V/3.

Conclusién. La distancia de Q a r es 21/3.

b) Corte con el plano perpendicular a » por Q

Un plano perpendicular a r tiene como vector normal un vector director de la recta, aqui (2,—1,1). Al pasar
por ), su ecuacioén es

2 -3)—(y—5)+(2+3)=0 = 22x—-y+z+2=0.
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La recta en forma paramétrica, usando P, y d, es
r: x=34+2t y=2—-t =z=t tek
Sustituimos estas coordenadas en el plano:
234+2t)—(2—-t)+t+2=0 — 6+6t=0 — t=—1.

El punto correspondiente es (3 — 2,2+ 1,-1) = (1,3, —1). Conclusién. El punto de corte es (1,3, —1).

Opcion B - Ejercicio 4. Clasificacion y angulos de un triangulo

Sean A = (1,3,-1), B = (3,1,0) y C = (2,5,1). Calculamos los vectores de sus lados mediante restas de
coordenadas:

AB=B-A=(2,-21), AC=C-A=(1,22), BC=C—-B=(-1,41).
Sus longitudes son

AB| = /22 + (=2)2 +12=3, |AC|=V124+224+22=3,  |BC|=+/(-1)2+42+12=3V2.

Como |AB| = |AC| # |BC|, el tridangulo es is6sceles. Ademas, el producto escalar de los lados que concurren
enAes

AB-AC=2-1+(-2)-2+1-2=0,

por lo que el angulo en A es recto. Los otros dos angulos son iguales por ser isésceles y suman 90°; cada
uno mide 45°. Conclusidn. El triangulo es isdsceles rectangulo: A=90°y B=C =45°
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