Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il - PAU

Curso 2024--2025 - Examen titular A

Se resuelven todos los ejercicios de los cuatro bloques, incluidas las alternativas, a partir del enunciado.

Bloque A

Ejercicio 1- Galculo de retribuciones y matrices

a) Retribucién de los vendedores. Organizamos en una matriz las horas, demostraciones y viajes de cada
vendedor. El vector de costes por unidad de actividad es ¢ = (75,300, 250)7, en euros. El vendedor B trabajo
el doble de las 40 horas de A, es decir, 80 horas:

40 10 5 75 7250
M=18 15 8], c=1300], Mc = | 12500
100 25 10 250 17500

El producto matricial suma, para cada vendedor, el pago por horas, demostraciones y viajes. A esas can-
tidades brutas les aplicamos la retencion indicada: el 15% si son inferiores a 10000 € y el 18% en caso
contrario.

Vendedor | Retencién | Cantidad neta
A 15% 7250(1 — 0,15) = 6162,50 €
B 18% 12500(1 — 0,18) = 10250 €
C 18% 17500(1 — 0,18) = 14350 €

] A:6162,50 €; B:10250€; C: 14350 €. \

b) Invertibilidad. Una matriz cuadrada es invertible si y solo si su determinante es distinto de cero. Desarrol-
lamos el determinante de la matriz del enunciado por la primera fila:

—92 9 1 _ _ola—1 20 13 2 3 a—-1
A=1|3 a-1 2|, det A2 3‘ 2‘4 3714 o
4 0o 3 =—6(a—1)—2(9—-8) —4(a—1)=8—10a.

Por tanto, A es invertible cuando 8 — 10a # 0, es decir, cuando a # %.

. ) 4
A esinvertible paraa € R\ { } .

5

Bloque B

Ejercicio 2 - Difusion de una noticia

La funcion esta definida para t > 0, que es el tiempo transcurrido desde el lanzamiento. Estudiamos su
derivada para conocer el crecimiento y la segunda derivada para determinar la curvatura:

N(t) = 500000(1 — e~ %2t), N'(t) = 100000e™ %" > 0, N"(t) = —20000e %% < 0.

Asi, el numero de visitas aumenta a todo momento, aunque cada vez mas despacio: la grafica es cdncava
hacia abajo. Ademas,

lim N(t) =0, lim N (t) = 500000.

t—0+ t—-+o00
La recta N = 500000 es una asintota horizontal; el nimero de visitas se aproxima a esa cifra sin alcanzarla.
El recorrido es (0,500 000).
b) Representacion. Dibujamos la funcién creciente y concava, junto con su asintota. El eje vertical se expresa
en centenas de miles de visitas.

N /500000

i/""f 1t(h)
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c) Tiempo para alcanzar 450 000 visitas. Despejamos t de la ecuacion N(t) = 450 000:
500000(1 — e~%2*) = 450000 = ¢~ %% = 0,1 = —0,2t = In(0,1) = t = 5In(10) ~ 11,51 h.

d) Velocidad de difusién. La derivada mide cuantas personas por hora se incorporan en cada instante. Com-
paramos los dos valores:

N’(1) = 100 000e %2 ~ 81873, N'(10) = 100000e 2 ~ 13 534.

La difusion es mas rapida durante la primera hora; a las diez horas el ritmo es menor.

(t=>5In(10) h~ 1151 h; N'(1) > N'(10). |

Ejercicio 3 - Funcion a trozos: glucosa
Para estudiar el nivel de glucosa derivamos cada expresion en su intervalo. La funcion es

5 /3

— | = —12t% + 108t + 108 0<t<12
£t = 6(3 s ) srels
t? — 40t + 546, 12 < t < 24.

En el primer tramo,
5 )
') = E(tQ — 24t +108) = 6(t —6)(t — 18).

Como 0 < ¢ < 12, la derivada es positiva si 0 <t < 6 y negativa si 6 < t < 12. En el segundo tramo,
I'(t) = 2t — 40,

que es negativa para 12 < t < 20 y positiva para 20 < ¢t < 24. En el punto de unién, ambas expresiones valen
210, asi que la funcion no presenta salto. Por tanto, crece de 0 a 6 h, decrece de 6 a 20 h y vuelve a crecer
de 20 a 24 h.

b) Maximo y minimo absolutos. Basta comparar los extremos del dominio y los puntos criticos. Los valores
son
f(0) =90, f£(6)=2330, f(12)=210, f(20) =146, f(24)=162.

El mayor valor es 330 y el menor es 90.

’ Maximo: 330 mg/dl a las 6 h; minimo: 90 mg/dl a las O h.‘

¢) Nivel de 155 mg/dl después del mediodia. Parat > 12 se utiliza el segundo tramo. Resolvemos la ecuacion
y comprobamos que sus soluciones pertenecen al intervalo:

t2 — 40t + 546 = 155 = t* — 40t + 391 = 0 = (t — 17)(t — 23) = 0.

Ambos instantes son posteriores a las 12 h.

t=17hyt=23h, es decir, alas 17:00 y a las 23:00. ‘

Bloque C

Ejercicio 4 - Probabilidad condicionada

Elegimos cada llavero con probabilidad 1/3. Llamamos A; al suceso «se elige el llavero i» y C' al suceso «la
llave abre el trastero». Las probabilidades de acierto son P(C | A;) =1/7, P(C | A3) =1/8y P(C | A3) = 1/5.
Para una rama del arbol se multiplican sus probabilidades; los casos incompatibles se suman.

3

1/1 1 1 131

P =3 PAPCI4) =5 (5+5+3) = s
i=1

a) Fallar es el suceso complementario de acertar:

709

P(C*) =1~ P(C) = o 0.
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b) Para que la llave abra y proceda del tercer llavero, deben ocurrir ambas cosas:
11 1

P(A = P(A3)P Az) === = —.
(43N C) (A3)P(C | A3) 35" 15
¢) Aplicamos la definicion de probabilidad condicionada; en el numerador sumamos los casos de acierto de
los llaveros primero y tercero:
1l 1
P(A U Ay | C) = P(AINC)+PAsNC) _ 5(z+5) _ 96

P(C) Bl 131°

d) Entre los fallos, sumamos las ramas segunda y tercera:

$(E+3) 469
P(A7 | C°) = 5552

T 79 709
8Tb) 709

1 4
09 pasnc) =Ly P UAs )= B pras | oy = 269

P(Ce) = ==, =
() = 510’ 15 131 709

Ejercicio 5 - Distribucion binomial

Cada persona contrata el servicio con probabilidad p = 0,2, de forma independiente. Si X cuenta las contrat-
aciones entre 20 personas, entonces X ~ Bin(20,0,2), con ¢ = 0,8. La probabilidad de obtener exactamente
k contrataciones es P(X = k) = (3)pF¢*°~*.

20

a) P(X=10)= (10

>(0,2)10(0,8)1° ~ 0,00203.

Para «al menos 2» usamos el complementario de 0 o 1 contratacion, lo que reduce el calculo:
b) P(X>2)=1-P(X=0)-P(X=1)=1-(0,8)2—20(0,2)(0,8)" ~ 0,93082.

La esperanza de una binomial es E(X) = np, asique F(X) = 20-0,2 = 4. Si se eligen n personas, la esperanza
es 0,2n; para que alcance al menos 13:

02n>13 = n>65.

’P(X =10) ~ 0,00203; P(X >2)~0,93082; E(X)=4; nmn = G65.

Bloque D

Ejercicio 6 - Intervalo de confianza para una media

El intervalo dado es simétrico alrededor de la media muestral. Por ello, su centro es el punto medio de los

extremos:
10,794 + 13,206

I—=————"—=12h.
¢ 2
Si la poblacion es normal y se conoce o = 5, el error maximo del intervalo para la media es
E 7 amplitud = 25
=2z e = .
/2 \/ﬁ’ p

Esta formula muestra que, al crecer n y mantenerse el nivel de confianza, la amplitud disminuye por el factor
1/y/n. Asimismo, para reducir la amplitud manteniendo n, hay que reducir el valor critico z, /., es decir, bajar
el nivel de confianza.

d) Tamano maximo para que el intervalo contenga ;. = 10,2. El centro seria z = 12, por lo que el error debe
ser al menos la distancia |12 — 10,2| = 1,8. Con confianza del 97%, zy 9s5 ~ 2,1701:

2,1701 - 5
1,8

2
2T >18 — n< ~ 36,34.
v

El mayor tamano entero que cumple la condicion es 36.

z =12 h; laamplitud disminuye al crecer n; nmax = 36.

Ejercicio 7 - Distribucion normal e intervalo de confianza
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a) Desajuste maximo de un minuto. Sea X ~ N(0,2,2), con media O y desviacion tipica 2,2. Estandarizamos
Z=X/22~N(0,1):

1 1
P(|X§1):P<— <zZ< ):2@( )—1%0,3506.
Por tanto, el porcentaje es aproximadamente el 35,06%.
b1) Intervalo para la media poblacional. La media de la muestra de 15 trenes es
0+13-21-15+2+08+5+21-3+18+31+4-0,74+16-54

7= = 0,6 min.
X 15 )

Como se conoce ¢ = 2,2, para confianza del 96% usamos zj s ~ 2,0537. El error es

2,2

E = 2,0537
V15

~ 1,1666 min,

y el intervalo resulta
T+ E=0,6+11666 — ICgg% (1)~ (—0,5666, 1,7666).

El valor de 2 minutos no pertenece al intervalo. Por tanto, con este nivel de confianza no se puede sostener
que el retraso medio poblacional sea 2 minutos. El intervalo se refiere a la media, no al retraso de cada tren
individual.

b2) Tamano minimo. Para que el error no supere 1,1 minutos, imponemos zg g9o/+/n < 1,1, donde 299 ~
2,3263:
2,3263 - 2,2
n>|(———
= 1,1

Redondeamos hacia arriba porque n debe ser entero.

2
) ~ 21,65.

’P(\X\ < 1)=& 35,06%; ICqos% (1)~ (—0,5666,1,7666); nmin = 22.
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